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1. FELADAT Hatarozzatok meg az a,b,c,d,e természetes szdmok Osszegét, melyekre, a

kovetkezo szamparok mindegyikében a két szam kiilonbsége a lehetd legkisebb:

(3a, 2023), (Tb+5, 2023), (13c+5, 2023), (d?, 2023), (2°, 2023).
(Példéul, a (4,9) szémpérban a kiilonbség 9 — 4, a (14,9) szdmpédrban a kiilonbség 14 — 9)

2. FELADAT Az 1,2,3 és 4 szémjegyeket felhaszndlva két kiilonb6z6 négyjegyii szdmot
alkotunk, mindegyik négy kiilonboz6 szamjegybdl &ll. Mutassatok ki, hogy az igy alkotott

szamok egyike sem oszthaté a mésik szammal.

3. FELADAT

a) Irjatok fel a 252525 szamot 6 egymastol és nullatol kiilonbozé négyzetszam dsszegeként;

b) Bionyitsatok be hogy létezik legaldbb 27 olyan abab. .. ab alakui szdm amelyik felirhaté 2022
—_——

2022 szdamjegy
egymastol és nullatdl kiilonbozod négyzetszam osszegeként.

4. FELADAT Egy tabldra felirtunk 3 egymaéstdl és nullétél kiilonb6zo természetes szamot.
e Andra elosztja 6-tal mind a hdrom szdmot és a kapott maradékok egyenléek 1-gyel vagy
3-mal;
e Carla osszeadja paronként a szamokat és az igy kapott osszegeket elosztja 6-tal. A kapott
maradékok egyenldek 0-val vagy 4-gyel, legaldbb egyszer kapja mindkét maraddkot;

e Matei 0sszeadja a hdrom szamot és a kapott Osszeget elosztja 6-tal.

a) Mennyi a Matei éltall kapott maredék?

b) Hatarozzatok meg a téblara irt szamokat, tudva, hogy a két kisebb szam osszege 82, a két

nagyobb szam 6sszege 96.

I Tényleges munkaidé: 2 éra;
2Minden feladat kotelezd;

3Minden feladat 0 ponttél 7 pontig van osztilyozva.
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1. FELADAT Legyen n € N. Az O pont koriil megszerkesztjiik az A;jOAs, AsOAs3, AsOAy, ...,
A230A1, szbgeket flgy, hOgy <IA10A2 =1 O, <{A20A3 = 20, <IA30A4 = 30, cey <IA220A23 = 220,
és <Ay30A; = n°. Igazoljatok, hogy:

a) <tAy30A; egy tompa szog;

b) az <A120A13 és <A180A;g szogek szoglelezdi merdlegesek egymadsra,;

c) OAjs és OAy félegyenesek ellentétes félegyenesek.

5
2. FELADAT Legyen x és y két nulldtdl kiillonbozo természetes szém, melyekre rto_ ¥
Y

y—T1
a) Bizonyitsatok be, hogy 5|z és 7|y;

b) Hatdrozzatok meg az J ardny legnagyobb lehetséges értékét.
x

3. FELADAT A matematikatandr felirja a tdbldra a kovetkezd szamjegyeket: 1,1,1,8,8, 8.
Alexandra kimegy a tébldhoz és felirja az ¢sszes 6-jegyii szdmot melyek mindegyike a tandr &ltal

felirt 6sszes szdmjegyet tartalmazza.

a) Igazoljatok, hogy az Alexandra &altal felirt szdmok Osszege oszthaté 63-mal;

b) Hatdrozzitok meg az Alexandra &altal felirt szdmok legnagyobb kozos osztéjét.

4. FELADAT Andrei apukdjanak egy 36 goly6t tartalmazé urndja van. A golyék meg vannak
szamozva 1-t6l 36-ig. Az apuka kivdlaszt taldlomra 6 goly6t. Andreinek rendelkezésére &ll 9
kartonlap amelyek mindegyikére fel kell irjon 6 természetes szamot 1-tél 36-ig. Egy kartonlapot
nyertesnek neveziink ha nem tartalmazza az apukdja dltal kihizott szdmok egyikét sem. Hogy
kimehessen jatszani, Andrei legaldbb egy nyertes kartonlappal kell rendelkezzen. Taldlhat Andrei

egy olyan stratégiat a kartonlapok kitoltésére, hogy kimehessen jatszani? Indokoljatok a vilaszt.

I Tényleges munkaidé: 2 éra;
2Minden feladat kotelezd;

3Minden feladat 0 ponttél 7 pontig van osztslyozva.
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1. FELADAT
a) Hatdrozzétok meg a p és ¢ raciondlis szdmokat tudva, hogy
» (\/12 . 1) +q (5 . \/108) -1

1 1 1 1
+ + +.+ .
VI+vV2 V2+V3 V3+44 V2022 + /2023

Hatédrozzatok meg a legkisebb n természetes szdmot amelyre a < n.

b) Adott a kovetkez6 valés szdm a =

2. FELADAT Bizonyitsdtok be, hogy:
a) Ha egy n pdratlan természetes szdm, akkor az n? szdm 4-gyel valé osztdsi maradéka 1;
b) Ha p és ¢ primszamok (torzsszamok), akkor /p? + 2¢? egy irracionélis szédm;

c) Végtelen sok olyan (p,q) nullatél kiilonbozé természetes szampar létezik, amelyekre a

V/P? + 2¢? egy raciondlis szam.

3. FELADAT Legyen M az ABCD négyzet [AB] oldaldnak felezépontja és N a [BC| oldal
felezépontja, AN N DM = {P} és CPNAB = {Q}.

a) Bizonyitsatok be, hogy a PM BN négyszog korbeirhato.

b) Ha AB = 8 c¢m, szdmitsdtok ki AQ-t.

4. FELADAT Egy 2023 cm oldalhosszisdgi négyzetet felbontunk 20232 egyenként 1 cm
oldalhosszisdgi négyzetekre. Az igy keletkezett négyzetek koziil n négyzetnek a kozéppontjat

kiszinezziik kékkel.
a) Mutassdtok ki, hogy ha n = 4045, akkor ki lehet gy szinezni, hogy barmely négy pontot
vennénk a kék pontok koziil, 6k ne legyenek egy paralelogramma csicspontjai.

b) Mutassétok ki, hogy ha n = 4046, akkor barhogy is szineznénk, mindig léteik négy kék pont

melyek egy paralelogramma csticspontjai.

!Tényleges munkaidd: 3 dra;
2Minden feladat kotelezd;
3Minden feladat 0 ponttél 7 pontig van osztilyozva.
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1. FELADAT Hatdrozd meg azokat a p primszdamokat, amelyekre 2p* — 3p + 1 teljes négyzet.
2. FELADAT Az ABCDA'B'C'D’ téglatestben, ahol AB = 12 em és BC = BB’ = 6v/2 cm,
legyenek M és N az AB, illetve C'D’ szakaszok felez6pontjai.

a) Igazold, hogy (A'DN) || (B'CM);

b) Igazold, hogy BD' L (B'CM);

c) Hatdrozd meg az (A'DN)és (B'C'M) sikok kozotti tédvolsagot.

3. FELADAT Igazold, hogy:

a?® + b?

> ab, barmely a és b egymaéstdl kiillonb6zo valés szam esetén;

a)

1 N 1 T 1 <1()11
21242141 2-2242-2+1 7 2-20222+2-2022+1 2023

b)

4. FELADAT Legyenck A, B, C, D négy nem egy sikban 1év6 pontok, E és F' az AC, illetve BD
szakaszok felezOpontjai gy, hogy AD = BC, AC = BD = 2v/15 c¢m, illetve 2EF = AB =CD =
= 2\/5 cm.

a) Igazold, hogy a DE B héromszog egyenld szaruy;

b) Szamitsd ki az AC és BD egyenesek kozotti tavolsdgot;

c) Hatdrozd meg az AC' és BD egyenesek &ltal meghatdrozott szoget.

! Tényleges munkaidd: 3 dra;
2Minden feladat kotelezd;
3Minden feladat 0 ponttél 7 pontig van osztslyozva.
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V45
vn+1

1. FELADAT Hatdrozzatok meg az m,n € N természetes szdmokat igy, hogy a

raciondlis szdam legyen.
2. FELADAT Oldjstok meg az [z]” + 4z + {2} + v/3 = 0 egyenletet a val6s szamok halmazan.

3. FELADAT Igazoljatok, hogy:
a) Ha a,b,c € (0, +00), akkor teljesiil az a + b + ¢ > Vab 4+ vbc + \/ca egyenlbtlenség;

b) Ha a,b,c € (0,+00), akkor teljesiil a kovetkezd egyenlétlenség

Ja NG e
Vbtave Verava  Jatadho o

4. FELADAT Az ABC haromszogben az oldalak hossza legyen BC = a, AC = b, AB = c és
A" € (BC), B € (AC), C" € (AB) a haromszog szogfelezéinek talppontja. Igazoljatok, hogy:

a)m:bb AB+ — ~A—C>';

+c b+c

b) Az ABC héromszog egyenld oldali akkor és csak akkor, ha a- AA'+b- BB +¢-CC’ = 0.

ITényleges munkaidé: 3 6ra;
2Minden feladat kotelezd;
3Minden feladat 0 ponttél 7 pontig van osztslyozva.
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1. FELADAT

a) Hatdrozzatok meg a z € C azon értékeit, amelyekre 22 + 2 |2|> — 4 = 0.

b) Igazoljitok, hogy ha a,b,c € R* és z € C \ R 1igy, hogy az? + bz + ¢ = 0, akkor |z| < 2 ‘g‘ :

2. FELADAT Ha z € C ¢és |z] = 1, akkor igazoljatok, hogy:

a) V2 <|1— 2|+ |1+ 22 < 4
b) 2< [z 4+ 1]+ ]2 — 1] < 2V2.

3. FELADAT Hatérozzétok meg az = valés szdm azon értékeit, amelyekre 222 — 1 = 2% + 1.
4. FELADAT Hatdarozzatok meg azon f : (0,400) — R fiiggvényeket, amelyekre teljesiilnek a
kovetkezo feltételek:

a) f(z) <lnz,Vz e (0,4+00);

b) f(z-y) < f(@)+ f(y),Vz,y € (0,+00).

ITényleges munkaidd: 3 6ra;
2Minden feladat kotelezd;
3Minden feladat 0 ponttél 7 pontig van osztslyozva.
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1. FELADAT Legyenek A, B € M, (C) métrixok gy, hogy det (A+ B) = det B # 0 és
tr (AB™1) # 0. Igazold, hogy az métrix invertdlhato!

2. FELADAT Hatdrozd meg az a > 0 szdmot tudva, hogy az (n? — n) ({/a—1) szdm egész része

n—1, barmely n € N, n > 2, esetén!

3. FELADAT Szémitsd ki:

- 2023! 1 1\”
li : b) 1i in — ~.
a) Jim ; (k+1) (k+2)... (k +2023)° ), tim (Sm ;s ;c)
4. FELADAT

a) Adottak az A, B € M, (C) matrixok. Hatdrozd meg az = és y szémokat tudva, hogy

x 7 1 10
AB = és BA =
18 7 3y
a b )
b) Legyen A = egy matrix, ahol a € (0,1) és b € R.
0 a

(i) Igazold, hogy létezik két (an),~, és (bn), >, valés szdmsorozat, azzal a tulajdonsidggal,

a'fl n
hogy A" = , barmely n € N* esetén;
0 a,

(79) Szémitsd ki lim (ay +az+ ... +a,) és lim b,.

n—-+o0o n—-+o0o

!Tényleges munkaidd: 3 dra;
2Minden feladat kotelezd;
3Minden feladat 0 ponttél 7 pontig van osztslyozva.
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1. FELADAT Legyen (G, ) egy csoport, amelynek a semleges eleme e és a € G \ {e} egy elem
azzal a tulajdonsdggal, hogy x = a™! - 27! - a?°23, barmely = € G esetén.

a) Hatdrozd meg a G csoportban az a elem rendjét;a

b) Igazold, hogy G egy Abel-féle csoport.
2. FELADAT Legyen (G, -) egy véges csoport, f : G — G a G csoportnak egy automorfizmusa
és h: G — G egy olyan fiiggvény, amely a h () = 271 f (x) 6sszefiiggéssel van értelmezve.
a) Igazold, hogy az f fiiggvénynek akkor és csakis akkor van egyetlen fixpontja, ha a h fiiggvény
bijektiv;
b) Igazold, hogy ha az f fiiggvénynek egyetlen fixpontja van és f o f = 1, akkor a G csoport
kommutativ.
Megjegyzés. Egy a € G elemet az f : G — G fiiggvény fixpontjénak neveziink, ha f (a) = a.
Egy f : G — G csoportmorfizmusrél akkor mondjuk, hogy egyetlen fixpontja van, ha f (z) = =z <
x=e.

3. FELADAT Szamitsd ki:

z (2?4 1)
a) I:/$6_3x4+3$2_1d:ﬁ, z € (1,400);

b) J = /b c—l—asir%”f%—bcos”x
o dc+ m(sin” x + cos™ )

dx, ahol n € N* ¢ > 0, illetve a,b € (O, g) lgy, hogy

a+b=

bo |

us

4. FELADAT Tekintsiik az (), sorozatot, ahol Iy = % és I, = / ' tg?" x dx, barmely
0
n € N¥esetén. Igazold, hogy:
a‘) In + In+1 =

1 béarmely n € N esetén;

1
b) az (I,),cy sorozat csokkend, lim I, =0és lim nl, = 7

n—-+00 n—-+o0o
. & (—1)k T
1 =,
© b (Z 2k+1) 4

k=0

!Tényleges munkaidd: 3 dra;
2Minden feladat kotelezd;
3Minden feladat 0 ponttél 7 pontig van osztilyozva.



