
OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A

Etapa local¼a - 17. 02. 2018

Clasa a V � a

PROBLEMA 1. Suma a cinci numere naturale distincte dou¼a câte dou¼a este 575. Ştiind c¼a

suma difereņtelor dintre cel mai mare dintre ele şi �ecare dintre celelalte 4 numere este 10, a�a̧ti

cele 5 numere.

PROBLEMA 2. S¼a se a�e numerele naturale x ştiind c¼a, adunând x cu suma cifrelor lui x se

ob̧tine 2018.

PROBLEMA 3. Pe un monitor apare scris un num¼ar natural. Prin pas se îņtelege înlocuirea

num¼arului de pe monitor, cu suma dintre produsul cifrelor sale şi 23. Se ştie c¼a primul num¼ar care

apare pe monitor este 23.

a) A�a̧ti ce num¼ar este scris pe monitor dup¼a 10 paşi.

b) A�a̧ti care este al 2018-lea num¼ar care apare pe monitor.

PROBLEMA 4. Se consider¼a numerele a şi b,

a = 1 � 2 + 3 � 4 + 5 � 6 + :::+ 2017 � 2018
b = 2 � 3 + 4 � 5 + 6 � 7 + :::+ 2018 � 2019:

a) A�a̧ti ultima cifr¼a a num¼arului b� a;
b) Ar¼ata̧ti c¼a num¼arul a+ b+ 2018 nu este p¼atrat perfect.

1Timpul efectiv de lucru este de 2 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problem¼a se noteaz¼a de la 0 la 7.



OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A

Etapa local¼a - 17. 02. 2018

Clasa a VI � a

PROBLEMA 1. S¼a se determine x; y; z 2 N; z 6= 0; pentru care x+ 1

y +
1

z

=
30

13
.

PROBLEMA 2. Se consider¼a numerele naturale a = 5n + 6; b = 4n + 5 şi c = n + 1; unde

n 2 N. S¼a se arate c¼a:

a) [b; c] = b � c;
b) (a; b) + (a; c) este num¼ar par.

[x; y] reprezint¼a cel mai mic multiplu comun a numerelor x şi y; iar (x; y) reprezint¼a cel mai mare

divizor comun a numerelor x şi y:

PROBLEMA 3. Fie ABC un triunghi oarecare. Construim în exteriorul s¼au triunghiurile

isoscele MAB şi NAC cu [AB] � [AM ] şi [AC] � [AN ]; astfel încât [MC] � [BN ]: Demonstra̧ti
c¼a \BAM �\CAN .

PROBLEMA 4. Consider¼am unghiurile \A1OA2; \A2OA3; : : : ; \AnOAn+1; \An+1OA1 , în jurul unui

punct O; astfel încât

m(\A1OA2) = 1 �; m(\A2OA3) = 2 �; m(\A3OA4) = 3 �; : : : ; m( \AnOAn+1) = n �;

unde n 2 N�. Dac¼a m( \An+1OA1) = 9 �; a�a̧ti num¼arul n.

1Timpul efectiv de lucru este de 2 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problem¼a se noteaz¼a de la 0 la 7.



OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A

Etapa local¼a - 17. 02. 2018

Clasa a VII � a

PROBLEMA 1. Determinati perechile (a; b) de numere naturale cu a � b, pentru care num¼arul
A =

a� b
1 + ab

este natural.

PROBLEMA 2.

a) S¼a se demonstreze c¼a, dac¼a a şi b sunt dou¼a numere ra̧tionale pozitive cu a < b; atunci
1

b
<

1p
a � b

<
1

a
;

b) S¼a se arate c¼a
2

3
<
�p
6
��1

+
�p
15
��1

+
�p
35
��1

<
16

15
:

PROBLEMA 3. În triunghiul ABC, �e D mijlocul laturii (AC), iar (DE şi (DF bisectoarele

unghiurilor ^ADB, respectiv ^CDB (E 2 (AB) ; F 2 (BC)). Ar¼ata̧ti c¼a, dac¼a EF\DB = fMg,
atunci EF = 2 �MD.

PROBLEMA 4. Se consider¼a triunghiul isoscel ABC cu AB = AC. Fie D mijlocul laturii

(BC), M mijlocul segmentului (AD) ; N piciorul perpendicularei din D pe BM şi E simetricul

lui B fa̧t¼a de M . Ar¼ata̧ti c¼a:

a) ADCE este dreptunghi;

b) m(^ANC) = 90�:

1Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problem¼a se noteaz¼a de la 0 la 7.



OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A

Etapa local¼a - 17. 02. 2018

Clasa a VIII � a

PROBLEMA 1.

a) S¼a se demostreze c¼a (x+ y + z) �
�
1

x
+
1

y
+
1

z

�
� 9; oricare ar � x; y; z 2 (0;1);

b) Fie numerele reale x; y; z � 1; astfel încât x+ y + z = 6:Ar¼ata̧ti c¼a

x2 + 3

3x2 + 1
+
y2 + 3

3y2 + 1
+
z2 + 3

3z2 + 1
� 3

2
:

PROBLEMA 2. Se consider¼a expresia E(x) = 3x3 + 9x2 + 6x+ 2, unde x 2 N.

a) S¼a se arate c¼a pentru orice num¼ar natural x, expresia x3+3x2+2x se poate scrie ca produs

de trei numere naturale consecutive;

b) S¼a se demonstreze c¼a nu exist¼a x 2 N pentru care E(x) s¼a �e cub perfect.

PROBLEMA 3. Se consider¼a o piramid¼a regulat¼a V ABCD cu V O = AB = 12cm, unde O

este centrul bazei. Fie punctul M proieçtia punctului O pe CV , punctul N mijlocul segmentului

[BC]; iar punctul G centrul de greutate al triunghiului V AD.

a) S¼a se demonstreze c¼a
VM

MC
= 2;

b) S¼a se a�e distaņta de la punctul M la planul (V BD);

c) S¼a se demonstreze c¼a punctele M;N;G şi A sunt coplanare.

PROBLEMA 4. Fie trapezul ABCD cu AB k CD; AB
CD

=
p
3 şi fQg = AD \ BC. Prin Q se

construieşte perpendiculara MQ pe planul (ABC). Ştiind c¼a m(^((MAB); (ABC))) = 30o; s¼a se
a�e m(^((MAB); (MCD))).

1Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problem¼a se noteaz¼a de la 0 la 7.



OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A

Etapa local¼a - 17. 02. 2018

Clasa a IX � a

PROBLEMA 1. S¼a se rezolve în muļtimea numerelor reale, urm¼atoarele ecua̧tii:

a) x [x] + x fxg+ fxg [x] = x2 + [x]2 + fxg2 ;

b) fxg+ 1

fxg = [x] +
1

[x]
:

fxg şi [x] reprezint¼a partea fraçtionar¼a, respectiv partea întreag¼a a num¼arului real x:

PROBLEMA 2. Ar¼ata̧ti c¼a oricare ar � numerele reale x şi y; au loc urm¼atoarele inegalit¼a̧ti:

jx+ yj
1 + jx+ yj �

jxj+ jyj
1 + jxj+ jyj �

jxj
1 + jxj +

jyj
1 + jyj :

PROBLEMA 3.

a) Demonstra̧ti c¼a triunghiurile ABC şi A0B0C 0 au acelaşi centru de greutate, dac¼a şi numai

dac¼a
��!
AA0 +

��!
BB0 +

��!
CC 0 =

�!
0 :

b) Pe laturile triunghiului ABC se consider¼a punctele M 2 (BC) ; N 2 (CA) ; P 2 (AB)

astfel încât
BM

BC
= m;

CN

CA
= n;

AP

AB
= p: Se noteaz¼a cu G şi G0 centrele de greutate ale

triunghiurilor ABC; respectiv MNP: Ar¼ata̧ti c¼a:

i) PunctulG0 se a�¼a pe mediana dinA a triunghiuluiABC; dac¼a şi numai dac¼a n+p = 2m;

ii) Punctele G şi G0 coincid, dac¼a şi numai dac¼a m = n = p:

PROBLEMA 4. Fie (xn)n�0 un şir cu x0 = 0; x1 = 1 şi 2xn + 3xn+2 � 5xn+1;8 n � 0: Ar¼ata̧ti
c¼a pentru orice num¼ar natural n are loc inegalitatea:

xn � 3
�
1�

�
2

3

�n�
:

1Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problem¼a se noteaz¼a de la 0 la 7.



OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A

Etapa local¼a - 17. 02. 2018

Clasa a X � a

PROBLEMA 1. S¼a se rezolve sistemul

8>>><>>>:
jz � 1� ij �

p
2

jz � 3 + ij = jz � 1� ij

jz � 3 + ij �
p
2

; unde z 2 C:

PROBLEMA 2. Consider¼am muļtimea M = fa1; a2; :::; ang � C� (n � 2) cu proprietatea c¼a
ai � aj 2M; pentru orice i; j 2 f1; 2; :::; ng :

a) S¼a se arate c¼a M = Un; unde Un = fz 2 C j zn = 1g ;

b) S¼a se determine num¼arul de elemente ale muļtimii ff (x) j x 2 [0; 1]g ; unde f : [0; 1] ! C;

este funçtia de�nit¼a prin f (x) =
nX
i=1

a
[n�x]
i :

PROBLEMA 3. Consider¼am funçtia f : R! R; de�nit¼a prin f (x) = 2x � 2�x:

a) S¼a se arate c¼a funçtia f este bijectiv¼a şi s¼a se determine inversa ei f�1;

b) S¼a se determine solu̧tiile întregi ale ecua̧tiei 2x � 2�x = log2
x+

p
x2 + 4

2
:

PROBLEMA 4. S¼a se rezolve în R ecua̧tia
ax

2

b2x
+
bx

2

a2x
=

2p
ab
; unde a; b > 1:

1Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problem¼a se noteaz¼a de la 0 la 7.



OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A

Etapa local¼a - 17. 02. 2018

Clasa a XI � a

PROBLEMA 1. Fie A;B 2 M2(Q) astfel încât det
�p
2A+B

�
= det

�
A+B

p
3
�
= 0.

Demonstra̧ti c¼a:

a) detA =
1

2

�
(trA)2 � tr (A2)

�
;

b) detA = detB;

c) trA � trB = tr (A �B) :

PROBLEMA 2. Fie A 2Mn(R); n 2 N; n � 2 astfel încât A2 + A+ In = On . A�a̧ti n; ştiind
c¼a det(An + In) = 22019.

PROBLEMA 3. Fie a 2 (0; 1): De�nim şirul (xn)n�0; prin x0 > 0 şi

xn = a
2 + a+

p
xn�1 � 2a

q
a+

p
xn�1; n � 1:

S¼a se arate c¼a şirul (xn)n�0 este convergent şi s¼a se determine limita sa.

PROBLEMA 4.

a) A�a̧ti parametrii a; b; c 2 R; a > 0; astfel încât lim
n!1

n
�p
an2 + bn+ c� n� 2

�
= 2018:

b) Calcula̧ti lim
n!1

sin
�
n� 3
p
n3 + 3n2 + 5n� 2

�
.

1Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problem¼a se noteaz¼a de la 0 la 7.



OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A

Etapa local¼a - 17. 02. 2018

Clasa a XII � a

PROBLEMA 1. Fie (G; �) un grup, iar H1; H2 şi H trei subgrupuri ale sale. S¼a se arate c¼a:

a) H1 \H2 este subgrup al lui G;

b) H1 [H2 este subgrup al lui G; dac¼a şi numai dac¼a H1 � H2 sau H2 � H1;

c) H � H1 [H2; dac¼a şi numai dac¼a H � H1 sau H � H2:

PROBLEMA 2. Fie (G; �) un grup şi x; y 2 G, astfel încât x2 = y2 = (xy)2. Ar¼ata̧ti c¼a

x2020 = y2020 = e; unde e este elementul neutru al grupului.

PROBLEMA 3. S¼a se calculeze
Z 2�

3

�
3

fxg
sin x

dx; unde fxg reprezint¼a partea fraçtionar¼a a num¼arului

real x:

PROBLEMA 4. S¼a se determine funçtiile integrabile f : [0; 1]! R cu proprietatea c¼a

f (x)�
Z 1

0

(x+ y) � f(y)dy = x; 8 x 2 [0; 1]:

1Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problem¼a se noteaz¼a de la 0 la 7.


