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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 14.02. 2015
Clasa a IX - a

1. Feladat Szdmitsatok ki a kovetkezo osszeget: S, =1+ 12+ 112+ ...+ 111...12 han > 2.
—_—

2. Feladat Legyen z,y és z szigoruan pozitiv valés szam gy, hogy 2x+3y+4z = 6. Igazoljatok,
hogy:

9
a) V2 + /3y + Viz < %
2 3 4 _ 27

b)) —4+—-+-2>—.
)x+y+z_ 2

3. Feladat Mutassdtok ki, hogy [\/ﬁ—i- vn+1 ] = [\/471 +2 ] , barmely n € N esetén (ahol

[x] jeloli az x szdm egész részét)

4. Feladat Adott az ABCDE konvex 6tszog valamint GG; és Go pontok az ABC), illetve BC'D

héromszogek silypontjai.

a) Bizonyitsatok be, hogy ha M és N az [AE] illetve [DE] szakaszok felez6pontjai, akkor a
GG GG

GN  GM’
b) Keressétek meg az eléz6 pontban meghatarozott G pont helyzetvektorat az A, B,C, D és E

[G1N] és [GoM] szakaszoknak van egy G kozos pontja gy, hogy

pontok helyzetvektorainak fiiggvényében.

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteazd de la 0 la 7.
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1. FELADAT Hatérozzétok meg azt az f : (0, +00) — R fiiggényt, amelyikre teljesiil a kovetkezd
tulajdonséag:
x
d (2015) <logys e < f(x) =1, V€ (0,+00).

2. FELADAT a) Léteznek-e olyan a és b irraciondlis szdmok amelyekre a’ természetes szdm ?

b) Egy didk a tabldra irja a kovetkezd szamokat: 729, 15625, 343, 1331. Az 1 lépésben letorli
a négy szamot és mindegyik helyébe felirja a mésik hdrom szdm mértani kézépardanyosdt. A 2
lépésben az 1 lépést ismétli az eldzdekben megkapott szamokra. Ilyen médon folytatja a szamok
felirdsdt.
i) Milyen szémokat kapott az elsd 1épés utan?
ii) Lehetséges-e, hogy véges szamu lépés utan a tablara a 847, 567, 297, 8019 szémokat irja
fel?

3. FELADAT Legyenek az a,b € Z és z € C, szamok 1gy, hogy 22 — 2z + 5 = 0. Mutassatok ki,
hogy
(z—1)"—(z4+4)"=0

akkor és csakis akkor teljesiil, ha létezik egy n € Z szdm 1gy, hogy a = 4n és b = 2n.

4. FELADAT Ha a,b,c € C, |a| = |b] = |¢] = 1 &s la+b]> = [b+¢]* = |c+a|* =
akkor mutassédtok ki, hogy az ABC hdromszog amelyiknek cstcsait az a, b és ¢ komplex szamok

hatdrozzék meg, derékszogii.

! Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteazd de la 0 la 7.
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1. Feladat Adott az A € M3 (R) métrix vgy, hogy det (A + I3) = det (A + 2I3). Bizonyitsatok
be, hogy
2det (A+ I3) + det (A — I3) + 6 = 3det (A).

2. Feladat Adott a kovetkezd matrix:

1 a ha hb
A=\ 1 b hyh. |,
1 ¢ h.h,

ahol a, b, ¢ egy haromszog oldalainak hosszdt, valamint h,, hy, h. a magassdgainak hosszat jeloli.
Mutasséatok ki, hogy det A > 0. Milyen feltételek mellett lesz det A =0 ?

3. Feladat Szémitsatok ki lim {v/n? +5n+9 }, ahol {z} jeloli az = valés szdm tortrészét.

4. Feladat Legyen (:zcn)n21 sorozat, ahol x1 = 3 és x,, = x,_1 + 2n + 1, barmely n > 2.

a) Hatdrozzdtok meg a sorozat dltaldnos tagjat;

—~ 1
b) Szamitsatok ki lim n (1112 +In (Z )) :

Tok—
iy L2k-1

! Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteazd de la 0 la 7.
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a —b 00 10
1. Feladat L G = a b€l S 0= ~ e L=~ <.
elada egyen {(b a) a 7} 2 (0())682 <01>

a) Igazoljstok, hogy ha az A € G és det(A) = 0, akkor A = O,;
b) Bizonyitsdtok be, hogy G ~ {Oy} zért részhalmaza az M,y (Z7) halmaznak a métrixok
szorzasara nézve;

-2
5 ) egyenletnek vannak-e megolddsai a G hal-

D) D)

¢) Allapitsétok meg, hogy az X'? = <

mazban.

2. Feladat Legyen (G,-) egy csoport és Z(G) = {x € G:zy=yx, Vy € G} egy halmaz.
Igazoljdtok, hogy ha 22 = e , barmely x € G \ Z(G) esetén, akkor a csoport kommutativ.

x, daca 0 <z <1
3. Feladat Adottaz f:[0,+00) — R, f(x) = filggvény. Szamitsdtok

r—1, dacax>1
1 t
ki/ /1) g
o f(e™)

4. Feladat Hatdrozzatok meg az n € N azon értékeit, amelyekre

1 n n
I+2)"+(1—2x)
I, = .
" /0 1+Z‘2 dIEQ

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteazd de la 0 la 7.



