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BAREM CLASA a Xl-a
PROBLEMA 1

1p

Daca n =1, sunt exact 2006 elemente in multimea M.

Sa consideram acum n numar natural, n > 2.

Fie multimile M, ={AeM / detA>0} si M, ={AeM /detA<0}. | 1p

Cum matricele AeM sunt inversabile, va rezulta ca detA=0 si, prin urmare,

M,UM, =M jiar M,nM, = (1) 1p

Se construieste functia f : M3 —My, f(A) = matricea obfinuta prin schimbarea intre ele 1p

a primelor doua linii ale matricei A.

Atunci f este corect definita si inversabila, inversa functiei f fiind definita similar, prin 1p

schimbarea intre ele a primelor doua linii.

Prin urmare, f este bijectivdi — Mj si M, au acelasi cardinal. Notam card M; = card M, = c. 1p

Tinand seama de relatiile (1), se obtine ca multimea M are 2c elemente.

1p

Nota : e toate subiectele sunt obligatorii
e timpdelucru3h
e fiecare problema se noteaza cu puncte intregi de la 0 la 7
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PROBLEMA 2

Din x,,=x,+e™, ¥neN =x ,-x, =e™ >0, ¥neN = sirul (x,) = este s| 1p

crescator.

Presupunem, prin reducere la absurd, ca sirul (Xn) este marginit superior. Ar rezulta ca

n>0

1p
acest sir este convergent = 3 XeR astfel incat limx, = X.
n—oo
Trecand la limiti in relatia de recurenti se obtine e = 0, ceea ce este fals.
Inseamni ci sirul (Xn )nzo este nemarginit superior $i MTO]O X, =+0. 1p
. X . o
Pentru a calcula lim I " aplicam criteriul Stolz-Cesaro:
nN—oo n n
. X1 — X .o . 1 .n 1 .n 1
I|mI “*11 ”I =lim n+1=I|m 1 :Ilm—x-—lzllm—x-—n
n—oo - Nn—o0 Nn—o0 n—o0 n n—o0 n
n(n+1)-Inn In—= e Inl1+= " ninf1+= ¢ In(1+1
n n n
n 2p
Acum, lim o calculam cu Stolz-Cesaro (e* fiind sir crescator, nemargini.,
n—oo e n
_ n+l-n 1 . 1 e 1p
lim——=—" = |im =lim———=lim—=1.

N—>c0 eXn+1 —e’n n—o exn (exn+1_xn _1) N—>0 eXn (ee‘ n _1) n— ee—xn _1

..n . X
Asadar, lim—=1, de unde lim—— =1. 1
n—w @*n n—o |nn p
Nota : e toate subiectele sunt obligatorii

e timpdelucru3h
e fiecare problema se noteaza cu puncte intregi de la 0 la 7
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PROBLEMA 3

1p

k k k
n+1
Din (n+1)k2a-n":#2a:>(l+lj 2a:>|n(1+1] >Ina= | 1p
n n n

Ina

In(1+ 1)
n

Tinand seama ca k(n) este cel mai mic numar natural k cu proprietatea de mai sus,

kln£1+1jzlna = k>
n

Ina Ina
inseamna ca k(n): —— | Sau k(n)= —— | +1 (dupa cum fractia
1 1 1p
Inf1+= In| 1+ =
n i nj|
Ina
————— este numar natural sau nu).
1
In(1+j
n
De aici vom avea: \
In—alsk(n)sln—alﬂ —
In(1+) In(1+)
n n
Ina k(n) Ina 1 P
TS s St >
nln(1+j n nln(1+j n
n n
)
Nota : e toate subiectele sunt obligatorii

e timpdelucru3h
e fiecare problema se noteaza cu puncte intregi de la 0 la 7
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k(n
Inang()S Ina L1
1 n 1
In| 1+= In| 1+ =
n n
. e : L _k(n)
Trecand la limita in inegalitatea precedentd, obtinem lim——= = Ina. 1p
n—o n

PROBLEMA 4

Cazul |

Presupunem ci lim f (X) =—o0 gi lim f (X) = 400
X—C X—C
X<C X>C

Fie de(a, ) si fie sirul (X, ) xne(d, ¢), V neN* cu limx, =c (un exemplu de as

* !
neN N—o0

1p

—d
de sir este sirul cu termenul general X, =C———, VneN¥).
n

Deoarece lim f (X) =—oo rezultd ca lim f (Xn ) = —o0 si deci existd meN* astfel incat

X—C n—o0

X<C
f(d)>F(xm). 1p
Fie (yn )n \» un sir astfel incat yne(c, b), ¥ neN*si limy, =c.
S Nn—oo
Deoarece lim f (X) =+oorezultd ca lim f(y,) =+oo si deci exista peN* astfel incat
;:():C n—o0
1
f(yp)>F(Xm)- P
Avem deci d<xm<y, iar f(d)>f(xm)<f(y,), ceea ce probeaza ca f nu poate fi monotona in
acest caz.
Nota : e toate subiectele sunt obligatorii

e timpdelucru3h
e fiecare problema se noteaza cu puncte intregi de la 0 la 7
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Cazul 11
Presupunem ca lim f (X) =+o0 si lim f (X) = —00. Acest caz se trateazd la fel casi | 1p
X—C X—C
X<C X>C
cazul I.
Cazul 111

Presupunem ci lim f (X) =400,

X—C

Fie sirul (Xn )

neN*"’

Xne(a, €), V neN*cu limx, =c=lim f (x, ) = +o0.
n—o n—o 1p

Fie sirul (yn )neN*, yne(c, b), V neN*si rllm Y, :C:>r|]LrE1o f(y,)=+=.

Din acestea va rezulta ca existd m, peN* astfel incat xm<c<y,, iar f(xm)>f(c)<f(y,) ceea ce
1p

probeaza ca nici in acest caz f nu poate fi monotona.

Cazul IV

Presupunem ca lim f (X) =—o0. Acest caz se trateazi la fel ca si cazul III. | 1p
X—C

Nota : e toate subiectele sunt obligatorii
e timpdelucru3h
e fiecare problema se noteaza cu puncte intregi de la 0 la 7



