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Subiectul 1.
2m+5

Se considera functia f: R - R, f(x) = o, ¥ t2ZmeR~ {%}

a) Determinati cel mai mare numar intreg m pentru care functia f este strict crescatoare.
b) Pentru m=2 determinati functia g: R = R, g(x) = ax + b,a,b € R, a # 0 care verifica relatia
(feg)(x) + (gof)(x) =18x -6, (V) x ER.

SOLUTIE:
a) Pune conditia zr_n;rz > 0ottt ettt ettt ettt e ettt e st ettt eateh e et b eate e Reeh e et e s ees e st et e eseaten st en e nbeereenbenbenreeneenee Ip
. 55
Obtine m € (— 2 E) ................................................................................................................................................. 2p
GASESIE M2ttt ettt ettt ettt e b et e at e et e bt e bt e bt e bt sh et et et sh e b et et et e ebe e bt e b e e she e et e nheesaeesaeeane Ip
b) Determind (fog)(x) =9ax +9b + 25i (gof)(x) = 9aAX + 20 4 Decveeeeeiiieeceeee e Ip
Obtine 18ax + 2a + 10b+ 2 = 18x — 6 sidetermind a = 1 SID = —1 ..cccooiiiiiiiiniieeeeeeeeeeeeeee 2p

Subiectul 2.

Fie f: R — R o functie cu proprietatea 5f (x) + 2f(—x) = 2x3 + 5x, pentru orice numir real x.
a) Determinati functia f.
b) Demonstrati ca functia f este o functie impara.
¢) Calculati suma S = f(—100) + f(—99) + f(—98) + -+ f(99) + f(100).

SOLUTIE:
2) DEdUCE SF(—X) 4 2 (1) = —2X3 — Dottt ettt ennas Ip
Determind f(x) = §x3 + gx ................................................................................................................................... 2p
b) Verificarelatia f(—x) = — (), (V)X € Ruurioriiiicieeeeeeeee ettt sttt ettt be e eb e ebeebaseeseebe s aseens Ip
¢) Observacd f(—n) + f(n) = 0,(V) 1 € {1,2,...,100} . ..ceiiiiieeieceee ettt et 2p

Calculeaza S = F(0) = 0.rovereiieieeetiet ettt ettt ettt b bbbt s et e seete s et et eseebe e eseebeesesbentere s Ip



Subiectul 3.
Se consideri ecuatia (sina + sinb)x? — 2(cosa + cosb)x — sina — sinb = 0,unde a,b € (0,%].

a) Demonstrati identitatea (cosa + cosb)? + (sina + sinb)? = 4cos? %.
b) Aritati cd ecuatia are radacini reale si distincte pentru orice a, b € (0, g]
¢) Determinati valoarea sumei a+b stiind ci x? + x5 = 2, unde x; $i x,sunt ridicinile ecuatiei.
SOLUTIE:
a) Obtine (cosa + cosb)? + (Sina + SiND)? = 2 4 2C0S(A = D) cuveeeereeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 2p
Aplica formula 1 + c052x = 2€052X §i fINAIZEAZA.........o.cvevviveieereieeieieieeee e Ip
b) Calculeazi A = 4[(cosa + cosh)? + (sina + sinb)?] = 16cos? az;b ................................................................... Ip
Demonstreaza cos az;b #0,(V)a,b € (0, g] si deduce ca A> 0, deci ecuatia are radacini reale distincte.............. Ip
. .. R . . 2 2 _ 4(cosa+cosb)?
¢) Scrie relatiile Iui Viete si obtine xi + x5 = sinatsinb)? 2 e e e Ip
. b —b . -b
Obtine ZCOS%COSaT =0,si cum cosaT #0,(V)a,b € (0%] DA D = Tl Ip

Subiectul 4.

La inceputul unui concurs de orientare turistica participantilor li se indica traseul de urmat: din punctul de plecare P se
parcurg 500m spre nord, apoi 300m spre est, 900m spre sud si 600m spre vest, ajungand in final la sosire in punctul S.

Se considera un sistem de coordonate cu originea in P , axa Px pe directia vest-est ( sensul spre est ) si axa Py pe directia
sud-nord (sensul spre nord).

a) Trasati, in sistemul ales, traiectoria unui concurent care a strabatut intreg traseul, la scara 1:10 000 si determinati
coodonatele punctului de sosire S.

b) Calculati modulul vectorului PS din desenul trasat.

¢) Un concurent stribate intreg traseul cu viteza constantd de Skm/h, iar un arbitru parcurge doar distanta |F§)| cu
viteza constantd de 1,25km/h. Stabiliti care dintre cei doi ajunge primul in punctul S.

SOLUTIE:

a) Realizeaza desenul corespunzitor traseului:
PA=500m, rezultd pe desen PA=5cm, deci A(0,5).....cceuitiiiiieieiee ettt ettt e Ip
Deduce B(3,5), C(3,74) S1 S(=3,74) et ettt ettt ettt b bbbttt et bttt en et ebe s 2p

b) Calculeaza |FS')| o D ettt ettt a bttt ete ettt et b e ebeehtea e et e beehe st et en b e s bt e bt et et ensee e eneensensenen Ip

€) PA+ABHBCHCS=2,3KM $1 PS=0,5KIM....c.uiiiiiiiiiieee ettt ettt et 2p

. 2,3 05 . . . .
Obtine t, = — Ztla= 8 deduce ca arbitrul Qjunge Primul ..........ceeereriereeeeiee et Ip
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Subiectul 1.
a) Demonstrati ca (log3 36)-(logﬁ 3) —(log5 8)-<logzﬁ 5) =2.

b) Demonstrati ca ! ! ! =1

=+ —+ =1.
log, 6+log,”3 log,6+log,"2 1+log,3+log,2

SOLUTIE:

a) (log,36)-(log :3)=2-(log, 6)-2-(10243) = 4108561024 3= 4 .covcsvrsesnsvsscesnsessescsesessese Ip
(log58)-<10g2\/55):2~log5 Zﬁ-logzﬁSZ2 ............................................................................................................... Ip
(log336)~(log463)—(10g58)~(10g2ﬁ5):4—2:2 ....................................................................................................... Ip

1 1
b) = e e Ip
log, 6+log,”3 1+log,3+log,” 3
1 B 1 B log,”3 1
log,6+log 2, 1 1 T o, 3 o F3 p
log,3 log,’3
1 B 1 B log, 3 Ip
1+1log, 3+1log, 2 1+log, 3+ 1 1+log,3+1log,’3
log, 3
! ! ! ltlogy 34, 3 Ip

+ + =
log,6+1log,3 log,6+log,”’2 1+log,3+log,2 1+log,+log,’3

Subiectul 2.
a) Determinati numarul numerelor pare de 10 cifre distincte, stiind ca pe pozitiile impare se gasesc cifre impare, iar
pe pozitiile pare se gasesc cifrele pare.

b) Determinati numarul natural », stiind ca dezvoltarea (\/§ +§2 ) contine exact 10 termeni rationali.

SOLUTIE:
a) Cifrele impare se pot permuta in 5!=120 moduri, iar cifrele pare se pot permuta tot in 5!=120 moduri, asadar,
din regula produsului, avem 14400 NUITIETE. ..........ceviieruerterieieiee et eeteie e seestestesaessesseessessessesseesensessessesssessensenes 3p
n_ k nk
b) T =C'3 k(é/i) =C".37 2% deci %eN,astfel CA k €{0,6,12,.,54) woooroicvereieeseee e 2p
Cum k <n,avem c 1 €{54,55,56,57,58,59} .....cccccoimrmmmrmimriinriinsiissess e Ip
Din n—k e N, avem ca n este par, prin urmare n € {54,56,58} ............................................................................ Ip




. S J R AVA] .
Subiectul 3. Se considerd z = §+T, unde i* =—1.
a) Demonstrati cd z* —z+1=0 sicd z° =—1.
b) Determinati numerele complexe a, b, c stiind cd acestea verifica relatiile
a+b+c=1,a+z°b—zc=2,a-zb+z*c=3.

SOLUTIE:
a) Pentru z° —z+1=0, se Verifici Sau $€ T€ZOIVA ECUALIA. ............c..oveueeeeeeeieeeeeeeeeeeeeeeeesee e sseseeneeeen Ip
Pentru z* = -1, se verificd, sau se inmulteste z° —z+1=0 cu z+1si se obtine ci z’ +1=0,deci z> =—1......... Ip
b) Adunand cele 3 relatii, obtinem ci 3a + b(z2 -z+ 1) + 0(22 -z+ 1) =6,deCi =2 oo, 2p
Din prima relatie avem ci b+c =—1, iar din a doua relatie, H+27C =0 ...cocovevereerereeeeeeeeeeeeee e Ip
Obtinem b = -3 +6l\/§ ,C= -3 _61\/5 ....................................................................................................................... 2p

Subiectul 4. Un biolog stabileste intr-un studiu ci o epidemie se rispandeste in populatia unui sat dupa legea
f()=1-e"%" unde f(¢) reprezintd procentul din populatie care a intrat in contact cu boala, iar ¢ reprezintd numarul de
saptamani de la aparitia bolii in sat. Dupa cat timp, procentul populatiei infectate devine 80%?(se poate utiliza In5=1,6)

SOLUTIE:
Din f(t)=80%, obtinem cd e :% ................................................................................................................... 3p
Din ¢*** =5, obtinem c# 27—:) =In5,deci t = 20;115 .............................................................................................. 3p
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FACULTATEA
CONSTRUCTII DE MASINI
SI MANAGEMENT INDUSTRIAL

N . . . 1 1 2 1) . 4 5
In multimea M, (R) se considera matricele A = , B= si C= - unde neN.

00 0 1 2023"
a) Demonstrati cd nu existd a,b,ceR si neN astfel incat ad+bB+cl, =C.
b) Determinati 4°° .
¢) Demonstrati ca B" =1, +(2" —I)A, VneN".

SOLUTIE:

a)

b)

©)

a+2b+c a+b)

Calculeazi ad + bB + cl, = ( 0 b+ c

Precizeaza ca (a +2b+tc a+ b) (2 4

0 b+ 023" ?) deoarece 2023" = 0,(V)n €N

CalculeazéAzz(é {1))({1) é):A A3 =A2-A=A-A=A2=A

= inductiv 42922 = 4

Verificarelatiapentru n=1:B'=1,+ (2! - 1)*A © B =1, + A (adevirata)
Foloseste metoda inductiei matematice :

presupune ci B¥ = I, + (2K — 1)- A este adevarata.

P
Demonstreazi ci: B¥'! = B*-B = (I, + (2 —1)-A)I +A) =

=L+l A+Q¥—1) AL+ (2 —1)-A?=>folosind , - A=A-1, =4 si

punctul b) B¥*1 = L+ A+ ¥ - 1) - A+ (2 -1)-4A =

=L+[1+(2F-1)+(2*-1)]-A=L+(2-2k-1)-A=L+ (21 -1)-4

deci , conform principiului inductiei matematice, relatia este adevarati, (V)n € N*,

1p

1p

1p
1p

1p



Subiectul 2.

b
Se considerd multimea de matrice G = {( ab j
-b a

a,beZ}.

a) Arataticddaca 4,BeG,atunci 4+BeG si A-BeG.

b) Demonstrati ca orice matrice nenuld din G este inversabila.

c) Demonstrati cd dacd 4,B€G si 4-B=0,, atunci A=0, sau B=0,.
SOLUTIE:

) Daca 4BeG =A=(" b

cua,hbeZ si B=(°€ d cuc,d € Z
) i B=(5 o)

-b a —d 1p
. a+c b+d _ _
Atunci avem A+B_(—(b—d) a—l—c) cuatcb+d€EZ > A+BEG 1p
. ac—bd ad+ bc
si AIB:(—(&d-ﬁ-bC) ac—bd) cuac —bd,ad + bce Z=A-BeEG 1p
b) seq =>A=(a b) cuab € Z si detA=a?+ b?
b a 1p
Daci A #+ 0, = asib nusuntsimultan 0 decia®?+b%? 20 = detd #0 = A
inversabila 1p
¢) A-B=0,<det(d:B)=det0, © detA-detB = 0 < detA=0saudetB =0 1p
Daci detA=0=>a’+b>=0=>a=b=0 deciA= 0,
jardacidetR=0=¢c24+d2=0=¢c=d =0 deciB=0, 1p

Subiectul 3.
L . 2% x, x<1
Se considera functia /R >R, f(x)= )
X +2x—1, x>1

a) Determinati ecuatia asimptotei catre —oo la graficul functiei f.

b) Demonstrati ca ecuatia f (x)=0 admite cel putin o solutie in intervalul [—1,2] .

c) Determinati a € R astfel incat tangenta la graficul functiei f in punctul de abscisa x, =0 sa fie paralela cu
dreapta de ecuatie y=ax+2.

SOLUTIE:
a) Calculeaza lim f(x) = lim 2*-x = lim ;Tx = (caz —= aplici I'Hospital)= Ip
X——w X—— w0 X oo
L x)r . 11N o i o 5 ] 1
= xl_l’l_l‘éo 2 xl_l’l_l‘éo g (_—) = 0 = y = 0 asimptota orizontald la —oo p
pentru graficul functiei f.
b) Justificd continuitatea functiei pentru x < 1 si x > 1 (produs de functii elementare, 1p

respectiv functie de gradul al II-lea)

Calculeazi I;(1) = lim flx) = lim (2%-x)=2;

x<1 x<1
[,(1) :chi_l’qf(x)zjlci_l’lf(x2+2x—1) =2 f()—-1242-1-1-2
x>=1 x=1
deci 1,(1) = [1;(1) = f(1) adica functia e continud in x = 1. 1p
Fiind continud pe R, " are proprictatea lui Darboux pe R si deoarece 1p
fC =21 1= ‘21 <0;f(2)=2%212-2 1=17> 0varezultaci existd

cel putin un numar real ¢ € [—1; 2] al. f(c) = 0, adica exista cel putin solutia x — ¢

pentru ecuatia [ (x) = 0.

¢) Pentrux < 1,f(x)=2%-x,produs de functii elementare, deci este derivabild pe (—oo; 1) 1p
iar f'(x) = (2% " x)’ = 2%In2 - x + 2%,
Tangenta la grafic in punctul de abscisa xo =0 wva fi  paraleld cu dreapta de ecuatic 1p
¥ = ax + 2 dacd si numai dacd au pante egale, adicd f'(0) =a < 2°=a ©a = 1.



Subiectul 4.
La o clasa a XI-a profesorul scrie pe tabla functia f:R > R, f (x) =sin x+cosx + x . Pentru orice n>1, noteaza cu

fou (x)=f1(x), xe R iar f(x)=/f(x),VxeR.Propune elevilor sai urmatorul joc: fiecare dintre ei va iesi la tabla in

ordine alfabetica si va scrie rezultatul pentru f, (0) , fiecare elev luandu-1 pe n drept numarul sau de la catalog.

a) Ce numere vor fi scrise pe tabla?
b) Dacad in clasa sunt 28 de elevi, aflati care sunt ultimele doua numere scrise pe tabla si precizati de cate ori este
scris fiecare numar.

SOLUTIE:
a) Elevul cu numarul 1 la catalog scrie pe tabla
f1(0) =f(0) =sin0+cos0+0=0+1+0=1.
Elevul cu nr.2 la catalog calculeaza
f2(x) = fi/ (x) = (sinx + cosx + x)" = cosx — sinx + 1 deci va scrie pe tabla
f2(0) =cos0—sin0+1=1-0+1=2.

Cel cunr.3 vacalcula f3(x) = f(x) = (cosx —sinx + 1)’ = —sin x — cosx deci va scrie
pe tabli f3(0) = —sin0 —cos0 =0—1= —1.
Cel cunr.4 vacalcula f3(x) = f3(x) = (—sinx — cosx)’ = — cos x + sin x deci va scrie

pe tabld f4(0) = —cos0+sin0=—-1+0=—1.

Cel cunr.5 vacalcula fs5(x) = f/(x) = (—cosx + sinx)’ =sinx + cosx deci va scrie pe
tabla f5(0) = sin0 +cos0 =0+ 1 = 1.

Cel cunr.6 vacalcula f5(x) = f{(x) = (sinx+ cosx)’ = cosx —sinx deci va scrie pe

tabla f¢(0) =cos 0 —sin0=1-0=1. 2p
Cel cunr.7 va calcula fg(x) = f{(x) = (cosx — sinx)" = —sin x — cos x deci va scrie pe

tabla /7(0) = —sin 0 —cos0 =0 — 1= —1,

Se observi cd f7(x) = fa(x) si la urmitoarele derivari vom gasi fg(x) = fa(x),

fo(x) = fs(x), fio(x) = fe(x), in consecinta numerele scrise pe tabla incepand de la al

treilea elev se vor repeta in secvente de cate 4 numere (-1; -1; 1;1).

Asadar numerele scrise pe tablad de elevi vor fi: -1; 1 si 2. 1p

b) Obsevam ca numerele scrise in ordinea numerotarii din catalog sunt 1si 2; urmate de

repetarea secventei (-1 ; -1; 1; 1) . Astfel ca, eliminad din calcul pe cei 2 elevi de la inceput

ale caror rezultate nu respectd secventa mentionata, raman 26 elevi ale caror rezultate se vor

regasi In 6 secvente complete de cate 4, iar ultimii 2 de la catalog vor scrie primele 2 numere
dintr-o secventa incompleta de 4 , adica vor scrie -1 si -1. 2p
Astfel ca 2 apare o datd ; 1 apare o data la Inceput, apoi de cate 2 ori In cele 6 secvente care

se repeta succesiv, deci de 13 ori, iar -1 apare de cate 2 ori in cele 6 secvente care se repetd

si inca de 2 ori la final, adica de 14 ori. 2p
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Subiectul 1.

. . . a b
Se considerd multimea de matrice 4 = {( j

a,bel;.
-3b a

a) Arataticd, daca X e Asi YeA,atunci X +Y e 4.
b) Demonstrati ca, dacd X € 4,Y € Asi XY =0,, atunci X =0,sau ¥ =0,.

¢) Admitem cunoscut faptul ca 4 este inel in raport cu adunarea si inmultirea matricelor. Determinati elementele
inversabile ale acestui inel.
SOLUTIE:

) a
a) Fie X=
(—31)

b ) c
€ A,unde a,beZsi Y =
a

d
eA,cuc,del.
- c

. a b c d a+c b+d)
Se obtine X +Y = + = sicum a+c, b+deZ=>X+Ye4 ... 2p
-3b a -3d ¢ —3(b+d) a+c

b) Fie X,Y e A4 astfel incit XY =0, . Atunci una din aceste matrice are determinantul nul (altfel XY ar fi inversabild).

b
Fie X aceastd matrice, Xz( Zb j.Cum det(X)=0=a’+3b’=0,a,beZ=a=b=0,deci X=0,... 2p
-3b a

d
c) Fie X :( C?jb je A o matrice inversabila a inelului A. Atunci existd ¥ :( c ]e A astfel incat XY =1,.
3b a - c
Trecand la determinanti, avem (det X )(detY ) =det(XY ) =detl, =1 oo, Ip
Cum det X =a” +3b° €N si detY =c* +3d> e N, rezulti ci det X =a” +3b> =1 cooovvrvreeeeeeeeeeeeeeen 1p
Daci b#0, atunci a” +3b”> >3, deci = b =0de unde se obtine a’> =1<> a =+1. Prin urmare singurele matrice
inversabile ale InelulUl A SUNt £, ST =1, . wooooiiiiiiiiiicc e Ip

Subiectul 2.
Pentru a,b din multimea M = [O,oo) se defineste operatia a *b = ln(e" +e’ - 1) .

a) Aratati cd pentru orice a,be M ,rezultd a*be M .

b) Demonstrati ca legea de compozitie "+ "este asociativa.

¢) Determinati a € M astfel incat g*xa*a*..*a=2a.
|

de 2023 ori a
SOLUTIE:
a) Fie a,be M, adicd a,b>0. Atunci, folosind faptul ca functia functiile exponentiala si logaritmica de baza e sunt
strict crescatoare, avem a *b = ln(e" +e’ - 1) > ln(e0 +e’ - 1) =0.Deci a*DeEM ..oceovviviiiiciii Ip

b) Fie a,b,c € M . Demonstreazi ci (a*b)*c=a*(b*c)deoarece:

n(e?+e -
(a*b)*c=ln(e“+eb—1)*c=ln(el( 1)+ec—1j=1n(e"+eb+ec—2) ....................................................... Ip
n( el +¢¢ -
a*(b*c)za*]n(eb+ec—l)zln(e“+el( 1)—lletl(e"Jrel’+e"—2) ......................................................... Ip
¢) Prin inductie se demonstreaza ca pentru orice a € M si orice ne N avem a*a*a*..*a :ln(ne" —n+1) ..... 1p
de nori a

Relatia din enunt este echivalentd cu In(2023e" —2022) =2a <> 2023¢* —2022 =¢> . Notand ¢* =¢ se obtine

ecuatia de gradul II, £* —2023¢+2022 =0 cu solutiile £, =1 §i £, = 2022 ...cuovurirrrerirrieieireeerereeeiees e 2p
Seobtine @, =051 @, =IN2022 ..o e Ip



Subiectul 3.
2x

(x+1)(x2 +1)

a) Determinati a,b,c € R astfel incat functia /" sa fie o primitiva a functiei f.

Se considerd functiile f,F :(-1,0) >R, f(x)= , F(x)=aln(x+1) +bln(x2 +1) +c-arctgx.

1
b) Calculati J f(x)dx.
0
¢) Aratati cd orice primitiva a functiei f'este strict crescatoare pe intervalul [0,00) .

SOLUTIE:
a) F este primitivd a functiei f = F este derivabila pe (—1,00)si F'(x)=f(x),Vxe(-1,).
(a+2b)x2 +(2b+c)x+(a +c)

S ODINE (X ) = i et et 2
i (x) (x+1)(x2 +1) P
Identificand coeficientii, se obtine a =—1, b= %, Cm L e e Ip
1 1 ‘ 1
b) !f(x)dx =—In(x+ 1)|1) +Eln(x2 + 1) 0 + arctgx|i) :%—Eln2 ...................................................... 2p
¢) Daca G este o primitiva oarecare a lui fpe (—1,00), atunci G'(x)= f(x)= = >0,Vx e[0,00), prin
(x+ 1)(x2 + 1)
urmare G este Sctrict crescatoare pe [0,00). ......uiiiiiiiiiiiiiiie e 2p

Subiectul 4.
Consumul de motorina realizat de fiecare masind a unei firme de curierat, pe durata celor 7 zile dintr-o sdptdmana, este

modelat de o functie M :[0,7] > R, cu M (0)=0, care este derivabila si verifica relatia M'(¢)= (t2 + 1) e, vie[0,7],
iar M (t)reprezinta cantitatea de motorina consumatd in intervalul [0,#]exprimata in litri.

a) Demonstrati ci F(x)= —(x2 +2x+ 3)64’“" ,x € Reste o primitivd a functiei /:R >R, f(x)= (x2 + 1)64”“ .

b) Demonstrati ci M (¢)=3e" —(tz +2t+ 3)e4_’, vie[0,7].

¢) Verificati daca lunea (prima zi a saptdmanii) fiecare masind din firma consuma mai putin de 53 de litri de
motorina.
d) Considerand, pe parcursul unei saptamani, intervalele zilnice [0,1], [1,2], [2,3], ..., [6,7], corespunzitoare

zilelor de luni, marti, ..., respectiv duminica, determinati in ce zi a saptamanii se realizeaza cel mai mare consum
de motorina.

SOLUTIE:

a) Justificd F este derivabila si F”'(x)= f(x), VX € R coorvioiiiioiiececicecees e Ip

b) Conforma) M (¢)= —(ﬂ +2t+ 3)e4*f ey VEE[0,7],k € R oo 1p
sicum M (0)=0=>k =3e", se obtine M (¢)=3e" —(t2 +2t +3)e4’t, VEE[0,7] oo, Ip

¢) Lunea, fiecare masina consumd M (1)=3e" —6¢’ =3¢’ (e—2)<3-2,8°(2,8 =2) < 531itri .....oooveerviniinnnn. Ip

d) Pentru fiecare n=1,7 , notim ¢(n)=M (n)—M (n—1)consumul de motorind al unei masini in ziua n a
sdptamanii. Obtinem c(n)=e*" ((e —1)n* —2n+2e- 3) ....................................................................................... Ip
Se aratd ca c¢(n)<c(n—1) (calcul sau demonstreaza ci functia ¢ este descrescatoare) ............................. Ip

Prin urmare, cel mai mare consum de motorina se Inregistreaza lunea................ocovviiiiiiiiiiiiiiieienenenn. Ip
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