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Subiectul 1.
. - . |x2—16] — 5—x
a) Fie multimile A = {x € Z /—ISx—8|—13 < 0} sSiB=Jx€Z/ S € Q.
Aflati elementele multimii A N B.
b) Rezolvati ecuatia 9x? + y2 = 12x + 7y pentru x, y numere intregi.
SOLUTIE:
A) A = {74,0,1, 2,3, 4] oottt b sttt n et eaenes 2p
VE =X EQ =5 — X PAFAL PEITECE ..eevieiiie ittt et e te et e eebeesbeessaestbeeeseesseesseansnens 1p
Se verifica pe rand valorile din A sise obtine AN B = {4, 1,4} ..ccoooiiiiiieieeee e 1p
2 7\% _ 65 1p
B) (B = 202+ (¥ = 2) =% /4
(B = 4)2 4 (2Y = 7)2 = 65 ettt sttt 1p

Cum x,y € Z, singurele cazuri sunt 6x — 4 = +1,2y —7 = +8; 6x—4=482y—7=41;
6x—4=1442y—7=127saubx —4=17,2y—7 =14
de unde (x,y) € {(0,0),(0,7),(2,4),(2,3) } eoeeereeeeeeeeeee ettt aeas 1p

Subiectul 2.
. . - . . . . 5an+3 an—3 .
Se considera sirurile (a,)ps1 $i (by)ns1 definite prin a; = 2, appq = — 5 bn = —"—, pentru oricare
n n
n € N*.

a) Ardtati ca sirul (b,,),»1 este o progresie geometrica si aflati formula termenului general al sirului (b,,) ;51
b) Aratati cd a,, = 2 pentru oricare n € N*.

SOLUTIE:
5an+3 2[)
_ an+1—3 __ an+3 _ Zan—6 _ l . . %
a)b,, = PR 5;":33“ = sanie 3 by, pentruoricare n € N*, ...
deci (b,,),»1 €ste o progresie geometrica de ra‘gie% ................................................................................... 1p
— iy =y 1p
D= =3,bn = = (3) e
b) Inductie p(n):a, = 2,Vn € N* , (1) QdeVATAL ....covveviieieeiieiiieeee et 1p
Presupunem p(k) adevarat si demonstram p(k + 1) adevarat.
12
Ag41 =5 — apt3
ax+3=25=— a1i3 > —15—2 de unde aj,, = 15—3 > 2, deci p(k + 1) adevarat. Finalizare. .................... 2p
k



Subiectul 3.

Doua bazine sunt umplute cu apa, fiecare prin cate un robinet diferit. Robinetul primei piscine are pe
parcursul primei ore debitul de a litri/ora. Pe parcursul celei de-a doua ore debitul este injumatatit. Pe parcursul
celei de-a treia ore debitul este injumatatit din nou fatd de cel anterior si tot asa mai departe, in fiecare ora.

Robinetul celui de-al doilea bazin are pe parcursul primei ore debitul tot de a litri/ora. Pe durata celei de-a
doua ore debitul este dublu, pe parcursul cei de-a treia ore debitul este dublu fatd de cel anterior si tot asa mai
departe. Stiind ca cele doud robinete umplu bazinele in acelasi numar de ore, aflati raportul dintre volumele celor
doua bazine.

SOLUTIE:
Fie V; si V, volumele celor doua piscine.

o . .. _ a a a a _ . 1\" 3p
Dupa n ore, volumul primei piscine este V; = a + Sttt tam= 2a (1 - (E) ) ...............
Dupa n ore, volumul celei de a doua piscine este V, = a + 2a + 2%2a + -+ 2" la=a(" — 1) ......... 3p
h__1 1p
Ty B

Subiectul 4.
Fie dreptunghiul ABCD si triunghiul dreptunghic ABE cu <A = 90°. Stiind ci DA = ﬁ, EN =2-NB si

EC N AB = {M}, se cere:
a) Sa se arate cd punctele D, M si N sunt coliniare.

b) Dacd M este ortocentrul triunghiului EDB, P este mijlocul lui DN si Q este mijlocul lui EF,

EC N DB = {F}, ariitati ca MP + MF + MN + MQ = 0.

SOLUTIE:
WD = AF +2AB oo 1p
DN = 2AE +=EB = 2AE +2(—AE + AB) oottt 2p
Eﬁzg-A—E>+§-Ezg-m,deciD,MgiNsuntcoliniare ............................................................... Ip
b) Cum ABDE isoscel de baza ED deducem ca BA este bisectoarea <EBD si deci MN = MF ........ 1p
Din a) deducem ca % =381 dECl, PM = MN ..ottt Ip

ABDE isoscel de bazd ED rezultd ca DN = EF = PN = QF sideci MQ = MF, de unde concluzia. ... 1p
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Subiectul 1.
Se considerd sirul (z,) < C, definit astfel: z, =(1+i)" +(1—i)", unde i* =—1.

a) Demonstratica z, e R,VneN".
2023

b) Calculati suma S:sz.
k=1
SOLUTIE:
a)z, = (1+) +(1=i)" = (1) +(T=1) = (1=0) +(141)" s 2p
Z:zn:zneR ............................................................................................................................................... Ip
2023 k 2023 X
B)S =D (147) 4+ D (1m1) =848, oo Ip
k=1 k=1
2023 1Hi)™ =1 (1) 1
5= S3(1+i) = (1), = = 22 T e 1
1 ;( +i) =(1+1) — i i+i p
2023 . 2023_ . 2024_ .
S2:Z(1—i)k:(l—i)(1ll_)__1 O el B Ip
k=1 4 1
S = 8, 48 = =2 et Ip

Subiectul 2.
Se consideri functia f:R—)R,f(x)=(33+2\/§) +a'(33—2\/§) ,acR.

a) Pentru a =1 demonstrati cd f este functie para.
b) Pentru a = -2 rezolvati ecuatia f (x) =—1.
SOLUTIE:

8) OBSEIVE C8 34 22 A3 282 =1 oo Ip

Pentru a=1= f(x)= (m) +(m)

f(—x):(3 3+2\/5)_x+(3 3—2\/5)_x - (3 3+12\/§)x +(3 3_12\/5) I, Ip

(%/3+2\/§ ) +(%/3—2\/§ )

(33+2\/§) (33—2\/5)x )
b) Pentru a =-2, ecuatia f(x)=-1devine (\3/3+2\/5)x—2.(3 3—2\/5)x O Ip

({/3+2\/§)x+(%/3—2\/§)x:f(x):>feste PAIA oo Ip

Substituic (33+2J§) =t,t>o:>(33—2ﬁ) =% ..................................................... Ip

Obtine ecuatia > +¢—2 =0 cu solutia care convine £ =1=>x=0..........ccccvverrrerrrerrrerirerrnnnn. 2p



Subiectul 3.
Sd se demonstreze cid xlog, (2—” +2z)+ ylog, (22 +2’“)+ zlog, (2“‘ +2—”) < 2(x2 +y° +zz) , pentru orice

numere x,y,z=>1.

SOLUTIE:
1 1.1 1 R . I 1
Cum y2>1,z21=> —<—si —<—, adunand se obtine — +— <1 i 2p
2y 27 20 2 2y 2F
S Ip
2.0
log, (2}’ +22)Sy+z ............................................................................................................................................ Ip
Se obtine Zx-logz(?+22)S2x-(y+z)=22xy .......................................................................................... Ip
DAr, 2D X S 2D X7 Ip
Finalizeaza ) x-log, (2—” + 22) 2 X e 1Ip

Subiectul 4.
Doua puncte mobile 4, B se deplaseaza in reperul cartezian (xOy) dupa traiectoriile y, =log, (7x - 2) si respectiv

v, =log, (5* +2) . Sa se determine la ce distanta de originea O a reperului se intalnesc cele doud puncte mobile.

SOLUTIE:

Impune conditia de INEISECLIE 1, = Jp = 1 coverieiiiiieiieienertert ettt sttt ettt st Ip
o y=togg(77-2)  (7o2=5

Se obtine 2 T OO P ST PPUPRUSRRPRTO Ip

y=10g7(5x+2) 5'+2=T7"

REZUIA 5 A 77 = 57 A 77 ettt sttt ettt e h ettt b ettt n e n e st teeteete et e te it et neeneas Ip

Se considera functia /:R=R, f(x)=5"+7"

Functia f'este suma de functii strict crescatoare, deci este strict crescatoare = feste injectivi=>x=1y ......... Ip

Se obtine ecuatia 7" =5"+2 < (%j +2(%) =1 cu solutia unicd x=1= y =1, deci cele 2 puncte se Intalnesc

T PUNCIUL M (1,1) oo 2p
Distanta OM N 2 ettt en e Ip
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00
Subiectul 1. Se considera matricea 4= (1 lj si X(a)=1,+ad,acR.

a) Aratati ca X(a)X(b) = X(ab + a + b) ,(V) a,b e R si determinati perechile de numere intregi (a,b) astfel
incat X(a) X(b) = 1,.

b) Aflati numarul real a astfel incat det( X(a)X(—a)) >3a+3.

c) Aflati matricea Xe M, (R) astfel Incat are loc relatia X - X(1) = A.

SOLUTIE:
a) Calculeazd X(a)X(b)=(1,+aA)(1,+bA)= I, +(a+b+ab)A=X(a+Db+ab) ......................coue. Ip
Scrie X(a)X(b) = X(a + b + ab) = X((a+1)(b+1)-1) = X(0) deci (a+1)(b+1) =1, (a,b) €{(-2,-2), (0,0)}...2p
b) Calculeazi det(X(a) -X(—a))=1-a’.................. .Ap
Rezolvi inecuatia 1—a’ 23a+3:>ae[—2,—1] O UUTRPRRRPIR | o)
1 0
c¢) Calculeaza X' (1) = 1 1 ..1p
2 2
0 0
Afla matricea X=X’l(1)-A= | T Ip
2 2
Subiectul 2.
Fie functia f:(1,0) >R, f(x)=2x+In(x+1)—In(x-1).
a) Determinati ecuatiile asimptotelor la graficul functiei f.
b) Caleulati: limx(f(x)-2x).
¢) Aratati cd ecuatia f (x+ 2) =f (x) are cel putin o solutie in intervalul (l,oo) .
SOLUTIE:
a) lim f(x)= lim 2x + ln[i+ 1] — 2+ 00 = oo » decix =1 este asimptotd verticala............................... Ip
w1 w1
lif.lf(x) - 9312“ m(ij] —w +Inl=o deci graficul nu are asimptota orizontala............................1p

Cum,, =limLx):2, n = lim f(x)—mx:limln(erD:ml:o: y = 2x este as oblica spre +oo.....1p
s Y

x>0 X x X0

b) Calculeaza limx( f(x)~2x)=limxIn [’C—HJ = limIn (X—”j 21067 =2 e 2p
X—0 X—®0 x—1 X0 x—1
-1
¢) Considerdm functia continud g:(1,0) > R,g(x)= f(x+2)—f(x)=4+In [%J .................. 1Ip
X+
Cum limg(x)=4 si limg(x)=—o0, exista cel putin o solutie in intervalul (1,00)................ooovnnie. 1Ip

X—>0 x—1
x>1



Subiectul 3.
Fie f:R — R o functie cu proprietatea ca |f(x) —x| <x*,VxeR.

a) Calculati f(0).
b) Demonstrati ca functia f'este continud in x, =0.

SOLUTIE:
a) pentru x = 0 obtine ‘f(O)‘ S0, deCi flO) = 0 nrinii e 3p
b) Din inegalitatea din enunt obtinem: —x* < f (x) —x<x’,VxeR=
X’ +x£f(x)£x2 X, T € R e eneee s 2P
Din criteriul clestelui avem lim f (x)=0.Cumf(0) =0 rezulta continuitatea functiei in x; =0............... 2p

Subiectul 4.

I 01
Consideram matricea A=| 0 1 0 | care apare afisatda pe monitorul unui calculator.
I 01

a) Printr-un program, la un prim pas, matricea A este Tnlocuitd pe monitorul calculatorului cu patratul ei.
Procesul se repeta si la pasul doi apare afisat A, la pasul urmator apare A* si se reia procesul de attea ori de
cate ori a fost comandat de catre programator. Aflati cati pasi trebuie sd comande programatorul pentru ca pe
monitor sd apara la final o matrice cu suma tuturor elementelor egala cu 1025.

b) Printr-un nou program, la primul pas, elementele unei linii oarecare ale matricei A sunt marite cu 1 si noua
matrice obtinutd in acest mod inlocuieste matricea A afisatd initial pe monitorul calculatorului. Procesul se
repetd in mod automat cu elementele unei linii oarecare, aceeasi sau oricare din celelalte doud, din noua
matrice afisatd pe monitor si se reia de atatea ori de cite ori a fost programat. Aflati cati pasi trebuie sa
comande programatorul pentru ca pe monitor sa apara la final o matrice cu suma tuturor elementelor egala cu
1025.

SOLUTIE:
2) Calculeazal A%, A ... ., 1p
271—1 0 2n—1
Demonstreazd prininductiecd A" =| 0 1 0 | 2p
271—1 0 2n—1
si se obtine ecuatia 2" -4+1=1025 cu solutian=9, deci vor fi 8 pasi . .............cooeeervrrieeeeernnnnns. 2p
b)La fiecare pas suma elementelor noii matrice creste Cu 3 .........ooeviiiiiiiiiiiiiiiiieeeeerereneeeee LD

obtindnd astfel 5+ 31 = 1025, deCi 1 =340 ..o Ip
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Subiectul 1.
Pentru a € R consideraim multimea G, = (a, +0) si legea de compozitie pe G, definitd prin x * y = xy —
ax — ay + a® + a, pentru orice x, y € G,,.
a) Aratati ca (G,,*) este grup abelian.
b) Demonstrati ca f;: G, = R, f;(x) = In(x — a) este izomorfism intre grupurile (G,,*) si (R, +).
¢) Definiti o lege de compozitie ,,o” pe G = (2023, +) si o lege de compozitie ,,A” pe H = (2024, +o0)
astfel incét (G,o) si (H,A) sa fie grupuri abeliene izomorfe.

SOLUTIE:
a) xxy=(x—a)ly—a)+ac€ (a+x). ,*" este asociativa, comutativa, are elementul neutru
2

e=a+ 1€ G, siorice x € G, este inversabil si x' = axxfaﬂ € G cveveereeeeeeeeee et 3p
b) f estebijectiva si f(Xx *¥) = f(X) + F(¥), VX,V € G ceveeeeeeeeeeeeeeeeee s 2p
¢) G = Gygy3, definim x o y = xy — 2023x — 2023y + 20232 + 2023, H = G,034, definim

XAY = xy — 20245 — 2024y + 20242 + 2024, w.vvvvvoooooeeeeeeeeeeeeeee oo eeeeeeeneneneeseseeeeeee Ip

f2023: G = R este izomorfism intre (G,o) si (R, +), iar f5g54: R = H, izomorfism intre

(R, +) si (H,A), deci fyg54 © f2023: G = H este izomorfism intre (G,0) $i (H,A) wovvveeveerereeceererraen, 1Ip

Obs.
Cum f5023(x) = In(x — 2023), f2024 (%) = In(x — 2024), gisim f,55,(x) = e* + 2024 si
fa024 © fa023(%) = x+1

Subiectul 2.

Pe multimea G = (1, +00) definim legea de compozitie asociativd x o y = Vxlog2y pentru orice x,y € G.
Ardtati ca:
1
a) xoy=23 , pentru orice x,y € G;
b) pentru fiecare n € N*, existd xq, X3, X3, ..., Xp, € G, x1 < x5 < x3 < ... < X, astfel incat x; o x, o x5 0
...° X, sa fie numar natural;
c) 202202024 < 2023 0 2023.

log, x-log, ¥

SOLUTIE:
1
a) Fiea=xo y §1 b = 2§1°g2 x-log; v
Atnci log, @ = log, Vxo&Y' = Zlog, x'%8:7 = 210g, X 108,y = 10820 =5 @ = b o 2p

1
Sau: Deoarece x = 2!°82% x oy = x3
b) Prin inductie matematica

1
log,y _ p3logz x'log,y

n-1
X1 0Xp0X30..0 Xy = 2(5)  1og2 x1logs xzlog; xs-..logz (folosind asociativitatea si punctul a.) ............ 1p
Alegem x; = 231, x, = 232,x; = 233, ., x, = 23,21 < x5 < X3 < oo < Xy oo Ip
Atunci log, x; - log, x, - logy X3+ ...-log, x, = 3" n! = x;0x,0x30 .0 x, =23 EN ... lp
¢) Trebuie aritat ci log, 2022 - 1og, 2024 < (1085 2023)2 ...eiviveeeeeeeeeeeeeeeeeeee e Ip
Folosinda - b < (az;b)z ,Va,b €R,a # b, deducem ca log, 2022 - log, 2024 < (logz zozz;rlogz 2024)2

X 2 2
< (l"gZ(ZOjZ 202‘”) < (l°g2 20232) = (log, 2023)?, (2022 -2024 = (2023 — 1) - (2023 + 1) =

20232 — 1 < 20232). oo eeeeeee oo eeeee oo es et e s e e s e se e ee s e s eeeeese e Ip



Subiectul 3.

In urma unui accident, la o fabrica de produse chimice, se produce o poluare a mediului din apropierea fabricii.
dx

x1+x2
poluare imediat dupa accident, I, este coeficientul de poluare, in ziua ,,n”, dupa accident. Mediul este considerat
nepoluat daca coeficientul de poluare este cel mult egal cu 5.

a) Arétati ca [, > 50.

b) Demonstrati cd, in timp, coeficientul de poluare se micsoreaza (altfel spus aratati ca I, = I,,,1 ,Vn € N).

c) Aratati ca, in cel mult 20 de zile, mediul devine nepoluat.

Coeficientul de poluare este modelat prin numarul real I,, = 100 - flz n € N. [, este coeficientul de

SOLUTIE:
2) Io =100 [} 5 =100 In(x + VI+22)|, = 100 = 50m 222 > 50103 > 50.......c..c. 3p
b) I — Iy = 100 [ —Z=—dx > 0, deoarece f (x) = 3= = 0,VX € [1,2] i 2p
2 1 2 1 x2 |2 1
Q) Iy =100+ [ S dx <100 7 Zrdx = 100 | = 5(1=535) <5 e 2p

Subiectul 4.

Functia g: R — R se numeste asociata functiei continue f: R - R daca g(x) + fox f(x —t)dt = e* pentru
orice x € R.
1
|x|+1 "
b) Dacd g: R — R este asociata functiei continue f: R — R, aratati ca g este derivabila si g'(x) = e* — f(x),
pentru orice x € R.
¢) Determinati functia continua f: R — R daca, functia asociata acesteia, este egala cu functia f.

a) Determinati functia g: R — R asociata functiei f: R - R, f(x) =

SOLUTIE:

a) g(x) =e* —foxf(x —t)dt = e* —fox Ix—1|+1 ............................................................................... Ip
Dacix > 0,cumt€[0,x] >x—-t=>0= g(x)=ex—f(jcx_;ldt:ex+ln|x—t+1||f,‘
=0T N T 1) oottt ettt a bt Ip
Dacix < 0,cumt€[x,0] =>x—t<0= g(x):ex—fx L dt = *—Inlt —x+ 1|}

% F IN(L X)) ittt ettt et et e teera e aeers e b e eae e s e beeneenes Ip

_ _(e*+In(1-x), x<0
gR-R g(x)_{ex—ln(x+1), x>0

b) Fie F primitiva a functiei f; atunci g(x) = e* + F(x — t)|§ = e* + F(0) = F(X) woeoerreecenreienne Ip
g este derivabild §i g () = €% — FX) trirriieieeeeeeeeee et Ip

¢) Daci feste asociatd functiei continue f, atunci f'este derivabila si f'(x) = e* — f(x) = (ex f (x))’
:ezx=>exf(x)=%ezx+C=>f(x):%ex+Ce‘x, C ER oo Ip

Cumf(0)=1=¢C =%§iatuncif:]R—> R, f(x) =%(ex+e‘x) .................................................... Ip



	9_H2-St.Nat_barem_jud_2023
	10_H2-St.Nat_barem_jud_2023
	11_H2-St.Nat_barem_jud_jud_2023
	12_H2-St.Nat_barem_jud_2023

