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Problema 1.

i (a bj
Fie A= ,a,belR
b a

a) Calculati det(Az).
(a+b)"+(a-b)" (a+b)"-(a-b)"

b) Demonstrati ca A" = 2 2 ., VheN
(a+b)"-(a-b)" (a+b)"+(a-b)"
2 2

2 1
c) Rezolvatiin ./\/1(2’2) (R) ecuatia X! = (1 2]. ( Eventual folositi faptul cd X - X = X*". X))

Solutie:
a) det(A”)=(detA)" =(a’—b’ )2 .................................................................................... 2 puncte
b) Inductie MatemMAtiCA .........oiniit ittt e et e 2 puncte
: a b
c) Fie X :[c dJEM(Z'Z)(R)
. 2 1 2 1 ) ab
Din X - = X = a=dsib=Cc= X = | 1 punct
1 2 1 2 b a
(a+b)2°”+(a—b)2°” (a+b)2°”—(a—b)2°”
Ecuatia X**" = 21 devine 2 2 (21 =
1 2 (a+b) 2017_(a_b)2017 (a+b) 2°”+(a—b)2°” 1 2
2 2
(a+b)""'=3 1 punct
() T T p
2017,
Finalizare: a= 1+ 2\/5,
20177
b= :23 L 1 punct

Problema 2.
Consideram multimea M formata din toate matricele cu trei linii si trei coloane si care au elemente din multimea

(11}
a) Aflati cardinalul multimii M.
b) Daca Ae M, demonstrati ca 4/det A.



c) Daca AeM, argumentati c det Ae{—4,0,4}.
d) Demonstrati ci VAe M, matricea A" are toate elementele nenule.
Solutie:
a) Fie M={1,2,..,m} si N={1,2,...,n} multimile primelor m respectiv n numere naturale. O matrice cu
m linii si N coloane, avand elemente reale, este o aplicatie A: M x N — R. Daca notam
A(i, j):aij; i=1,m, j=1n, dim matricea A printr-un tablou dreptunghiular cu m linii si n coloane.

Exista k' aplicatii care pot fi definite pe o multime cu | elemente cu valori intr-o multime cu k
elemente.

CANdM = 2% =512 oo 2 puncte

b) Fie Ae M. Adundm a treia coloana la primele doua coloane ( C, + ¢, respectiv c, +c,) Astfel pe primele
doud coloane ale matricei astfel obtinute vom avea elementele 0,2 sau —2.

Deducem Ca 4/ et A .. .o e 2 puncte

c) —6<det A<6 sidin punctul b) det A este multiplu de 4, obtinem ca det Ae{—4,0,4} .............. 2 puncte

d) In A"; ¥n>1 avem doar elemente intregi impare, de unde rezulti cerinta problemei................. 1 punct
Problema 3

Pe o insula traiesc 12 cameleoni. La un moment dat trei dintre ei au culoarea rosie, patru au culoarea
galbena, iar ceilalti cinci au culoarea verde. Se stie cd, daca se intalnesc doi cameleoni de culori diferite atunci
ambii 1si schimba culoarea In cea de-a treia culoare, in rest ei nu isi schimba culoarea.

Demonstrati ca:
a) Este posibil ca la un moment dat, nici un cameleon sa nu aiba culoarea verde.
b) Nu este posibil ca, la un moment dat, toti cameleonii sa aiba culoarea verde.

Solutie:
a) Notam cu R numarul cameleonilor rosii, cu V numarul cameleonilor verzi si cu G numarul cameleonilor
o1 L0733 P 1 punct

In tabelul de mai jos, exemplificim in cinci pasi posibilitatea de la punctul a)

......................................................................................................................... 2 puncte
b) Analizand posibilitatile aparute in urma intélnirii a doi cameleoni, cautam un invariant. P
Initial R=3, G=4, V=5
Daca se intalneste unul rosu cu unul verde, vom avea: R=2, G=6, V=4, 1 punct
Daca se Intalnegte unul galben cu unul verde vom avea: R=5 G=3, V=4 ..o, 1 punct
Daca se intalneste unul rosu cu unul galben vom avea: R=2, G=3, V=7...............ccciiiiin 1 punct

Comparand configuratia initiala (R, G,V) = (3, 4, 5) cu oricare dintre configuratiile rezultate in urma intalnirii a
doi cameleoni, observam ca doar un numar din configuratie este multiplu de trei. Daca ar fi posibil ca toti sa fie
verzi, am obtine configuratia (0, 0,12) in care toate numerele sunt divizibile cu 3. (FALS)

Asadar nu este posibil in nici un moment ca toti cameleonii sd fie Verzi ...............cccceeiiiinn.. 1 punct

Problema 4.
Fie f :R — R o functie astfel incat ‘ f (X)—XZ‘ < 2|X|; vxeR
a) Aratatica f(0)=0.

b) Dati un exemplu de functie care sa indeplineasca inegalitatea din enunt.
c) Justificasi continuitatea functiei f in origine.

Solutie:
a) In inegalitatea din enunt inlocuim pe X cu 0 si avem:
|£(0)=0% <2[0) = | (0)|<O=>F(0)=0 oo 3 puncte

b) Exemplu iR >R, f(X)=X" i 2 puncte



c) Din inegalitatea din enunt obtinem:

2| < f(x)-x*<2|x|, VxeR = x*=2|X < f(X)<x*+2|X, YXeR...coooooiviiiiiiiiin, 1 punct

Din criteriul clestelui avem lim f (x)=0.Cum f(0)=0 rezultd continuitatea functiei in origine............
X—



