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CLASA A IX-A

Un program de calculator genereazd un sir de numere naturale (tn)m pe care le afigeaza succesiv pe ecran.

Primul numar afisat este #, =3 si la fiecare pas programul genereazd numadrul urmator adagand 1 la dublul

ultimului numar afisat pe ecran.
Aflati care este al treilea numar afisat pe ecran.

Demonstrati ca ¢, =2""' —1, pentru orice ne N*
Dupa cati pasi apare afisat pe ecran numarul 1023 ?
Aratati ca t,,; se divide cu 3.

Fie a, be R, a+#b, cu care se formeazd ecuatiile x* —ax+(b—1)=0 si x* —bx+(a—1)=0.
Ardtati cd a® +b* +824(a+b).

Demonstrati ca cel putin una din aceste ecuatii are radacini reale.
Existd alegeri a, be R pentru care exact una din ecuatiile date sa aiba radacini reale?

Se considerd functia p:N—>R, p(t)=|6—21]-

t—8|+2. Aceasta reprezintd profitul anual al unei firme,
exprimat in mii de lei, unde ¢ este timpul masurat 1n ani cu Incepere din momentul infiintarii firmei.

Calculati profitul firmei la finalul primului an, adicd p(1).

Aratati ca firma nu Inregistreaza profit in primii patru ani.

Aflati dupa cati ani firma recupereaza investitia initiald de 51 mii lei, determindnd cel mai mic € N pentru
care p(1)+p(2)+..+ p(r)251.

Pe o dreaptd d , pe care am fixat un sens dat de vectorul u de marime 1, considerim punctele
Ay, A, A, .. A, nu neapdrat distincte si Intr-o ordine arbitrard, dar astfel incat A)A =1, AA, =2, ..,
A4, =10.

Aritati ca A A, =(k+1)u sau A A, =—(k+1)u, pentru orice k€ {0,1,2,...,9}
Verificati egalitatea A,A, = A,A, + A,A, + AJA .

Demonstrati ca vectorul A,A, poate avea lungimea egald cu 2, 4, 6 sau 12.

O musca zboara in linie dreaptd pe traseul A) — A — A, = ...— A, . Aratati ca indiferent de alegerea

pozitiei pe dreapta a punctelor A, A, A,, ..., A, la finalul traseului musca nu ajunge in A, .

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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CLASA A X-A

In acestd problema, primele doud cerinte, aparent fara legitura, ajuti la rezolvarea celei de-a treia.
a) Aratati ca 1<log,3<2

b) Demonstrati inegalitatea x+2 Ll , pentru orice x€ (1; 2)

X+
¢) Comparati numarul a =log,,12 cu numarul b =1log, 4.

Consideram numarul complex z=1— i\/g .

. < z |2
a) Aratati ca numarul —+u este real.

[ =
b) Determinati a, be R astfel incat z° =az+b.

c) Aratati ca pentru orice ne N* existd a,, b, € R astfel incat z" =a, z+b, .

Considerdm functia f:R —> R, f(x)=2"+2"".
a) Ardtaticd f(x)—f(x,)=(2"-2")-(1-2""""), oricare ar fi x,, x,€ R.
b) Demonstrati ca functia f este descrescitoare pe (—oo; 1] si crescatoare pe [1; +00).

c) Aritati ca f(x)+f(x2) >12,5, pentru orice x& (—oo;—1].

O multime o vom numi speciala daca are cel putin trei elemente si suma oricaror doud elemente ale ei se
divide cu 6.

a) Aratati cd multimea A={12, 18, 24} este speciala.
b) Dati exemplu de o mulfime speciald cu patru elemente si care sd contind elementul 3.
c) Fie Ac{l, 2,3, ..,100} o multime speciala.

¢ : Aratati cd elementele multimii A fie sunt toate divizibile cu 6, fie la impartirea cu 6 dau toate
restul 3
¢, : Aflati care este numdrul maxim de elemente al multimii A

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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CLASA A XI-A
1 01
Consideram matricea A= 0 1 0| care apare afisata pe monitorul unui calculator.
1 01

Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia det(A+xI,)=0.

Gasiti ne N pentru care suma elementelor matricei A" este egala cu 1025.

Printr-un program, la un prim pas, elementele unei linii oarecare ale matricei A sunt marite cu 1 si noua
matrice obtinutd in acest mod inlocuieste matricea A afisata initial pe monitorul calculatorului. Procesul se
repetd in mod automat cu elementele unei linii oarecare, aceeasi sau oricare din celelalte doud, din noua
matrice afisatd pe monitor si se reia de atatea ori de cate ori a fost comandat de catre programator. Aflati cati
pasi trebuie sd comande programatorul pentru ca pe monitor sa apard la final o matrice cu suma tuturor
elementelor egald cu 2015.

Fie functia f:(1; +e) >R, f(x)=2x+In(x+1)—In(x-1).
Determinati ecuatiile asimptotelor la graficul functiei.
Calculati limx( f (x)-2x).

Ardtati cd existd x, € (1; +oo) astfel incat f (x,+2015)= f(x,)+2015

Numim multime a codurilor de lungime 9 multimea M a tuturor matricelor de tip 3x3 care au elemente
cifrele 1 sau 2, fiecare cifra fiind prezenta cel putin o data.

Determinati numarul codurilor multimii M .

Aratati cd existd coduri X € M cu det X =0 sicoduri Ye M cu detY #0.

Cercetati dacd existd coduri Ze M inversabile sicu Z'e M .

Fie a,b,ce R, a>1si f:R—R cu lirrolm=c , care pentru orice x€ R verificd f (ax)—af (x)=bx".
X X

Calculati f(0).

2
Aridtati cd f(x) :a”f( xnj+L(l—inj, oricare ar fi xe R si ne N.
a a

(a-1)

a

Determinati functia f .

Notda: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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CLASA A XII-A

1. Daca doua lentile au distante focale f,, respectiv f, si le punem la o distantd d >0 una fatd de cealalta,

cuplul astfel realizat va functiona ca o noua lentila cu distanta focald f datd de legea f = A
fl +f. 2 d
a) Notand f o f, = M, sa se arate ca ’o” este lege de compozitie pe multimea D = [d ;+o00).

f1+f2_d
b) Sa se arate ca functia ¢:[d;+oo) —)[O;+00), q)(f):l—% are proprietatea @(f,° f,)=@(f,)-9(f,), pentru
orice f,, f,€[d; +).

c) Sase arate cd (D; o) este structurd asociativa.

d) Sa se arate ca pentru orice fe D si ne N*, fOfO...Of:Ln
de n ori f"_(f_d)

care existd ne N* lentile identice si cu distanta focald f , care functioneaza ca o lentila cu distanta focald 2d .

si sa se determine f 1n situatia in

2. intr-un vas de culturd sunt, la momentul # =0, 100 de bacterii. S-a constatat cd, pentru orice ¢ >0, functia
n:[0; +00) = (0; +o0) , definitd prin n(¢)= numdrul bacteriilor din vas la momentul t , verificd relatia
n'(t)=0,25-n(r), unde n' este derivata functiei n=n(t).

a) Determinati functia n cu aceastd proprietate.

b) Aratati cd ¢* 2 x+1, (V) xe R si utilizdnd eventual acest rezultat, demonstrati ¢ numdrul bacteriilor din vas

la momentul 7 =77 depaseste 2015.

1
3. Fie f:[0;1] > R o functie derivabild cu derivata continud, astfel incat f(1)=0 si J f(x)dx= —%.
0

1
a) Aratati ca I(fo'(x)—xz)dx:
0
1

. N2

b) Demonstrati ca j( f(x)) dxz
0

¢) Determinati functia f pentru care avem egalitate Tn relatia demonstrata la punctul b).

W= W=

4. Pe o tabla sunt scrise mai multe numere, printre care si numerele 2013, 2014, 2015, 2016, 2017. Un elev
sterge, la Intdmplare, doud dintre numerele scrise si dacd numerele sterse sunt a si b, in locul unuia dintre ele
scrie numarul a*b =ab—2015(a+b)+2015-2016. Se cere:

a) Verificati a*b=(a—2015)(b—2015)+2015.

b) Aflati ultimul numadr scris pe tabla in situatia in care elevul repeta cele prezentate pana cand pe tabla rdméane
un singur numar.

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.



