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CLASA A IX-A

1. Fie functiaf: R —> R, f(x) ,a,be Z.

& b
217 V241
a) Determinati a §i b e Z, astfel incat punctul M (\/E +1, 5) sa se afle pe graficul functiei f.

b) Cu a si b determinati mai sus gasiti punctele de pe grafic cu ambele coordonate numere

rationale.
Solutie:
Conditia M (ﬁ +1, 5) € Gy daca si numai daca f (\/5 +1) s SRRt 1p
Obtine relatia v2(2a+b)+32=b=0,2 i D €Z ..ccoooorrrvveoeeeoeeeeeeoeceeeeee oo 2p

) 2a+b=0
Deduce siStemMUL < ettt et sttt et eaeees 1p
3a—b=>5
Rezolva sistemul $10btine a = 1, b = -2 ..o.ooiiiiiiiiiie s Ip
a—-2=0
A o S T € o 0 & Y (0 TSRS 1
( B) »opeQ {OL _B+2=0 p
Determind PUNCTUL NN (2, 4) .ooeoiieeiee ettt ettt e stte st te et e st e e sateessateesasaesneeesaseesssseesnseeas Ip
2. Fie functia f: (0, +0) > R, f(x)= x+l )
X
a) Sa se calculeze f(1) - f(2) - ...... - 1(2013).
. F(x)=f(y) . .
b) Demonstrati cd ——— = < 0, oricare ar fi X, ye (0, +®), X #y.
X=y

c) Stabiliti monotonia functiei f.
Solutie:
a) Calculeaza f(1), f(2), ...... S F(2003) e 1p
Gaseste f(1) - f(2) - ...... “H(2013) = 2014 oo e e 1p

f(x)-f -
b) Obtine et B e 2p
x=y  xy(x-y)
f(x)-f
Deci M = L <0, oricare ar fi X, Y€ (0, +00), X Z Y teotrrriieriieerieeereesieeesieeeneeeeieee e 1p
X=y Xy
£ (x)=f(y) . . . . . 3
¢) Din —————-=< 0 oricare ar fi X, ye (0, +), x#y, rezulta ca functia f este strict descrescétoare
X=-y



3. a) Pe un lac creste o plantd care 1si dubleazd numarul de frunze zilnic. Dupd 10 zile planta are
2048 de frunze. Sa se determine numadrul de frunze pe care 1-a avut planta n a 5-a zi.
b) Intr-un amfiteatru sunt 30 de rénduri de scaune, astfel incit pe fiecare rand sunt cu doua
locuri mai mult decat pe randul din fata sa. Stiind cd pe al doilea rand sunt 18 scaune, sa se
determine numarul total de scaune din Intreg amfiteatrul.

Solutie:

a) Pe ,,mers invers” stabileste cate frunze avea planta in prima zi.

2048 — 1024 5 512 5256 > 128 564 532 516 58 54 i 1p
Asadar, numarul frunzelor plantei este 1n fiecare zi un termen al unei progresii geometrice cu primul
102800 1S oS B B 21 o [T Ip
Ina5-az, planta avea bs = 4 - D = B4 TIUNZE v s e e e e 1p
b) In primul 1ANd SUNE 16 SCAUNE ..........oveevereeeeeeeeeeeeeeeeee e es e sneeee 1p

T ettt ettt bttt e he e e bt e e eh bt e e bt e e aat e e e bt e e ea bt e e b bt e et et e at e s be e e ehbee e b ae e e beeeateesabeeen Ip
. (16+74)-30

Cum a3p=16 + 29 - 2 =74, rezultd S, = S Ip

Numarul total de scaune din tot amfiteatrul este 1350 .........coceeiiiiiiiiiiniiniiieeeeee Ip

4. Fie triunghiul ABC cu M € (BC) astfel incat MC = —3MB.

Si se demonstreze ci AM = %XE + % AC

Solutie:

FRGUIA ettt ettt et e et e et e e bt e e st e e st e esabeeesbbeeebae s Ip
Obtine 2AM = AB +AC +BM A+ CM ..o es e 1p
Din MC=-3-MB = BM =—BC $i CM = =2 BC oo eeeee s eese s s e 1p
2K1\71=K1§+X6—%§6 .................................................................................................................. Ip
BC = AC = AB oot e e e st e e s e e et e e st e ee et e s e s e es e reeeen 1p
_— 33— ] —

2AM=EAB+EAC ........................................................................................................................ 1p

Deduce A_M:%Kﬁ+igé ............................................................................................................ 1p
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CLASA A X-A

1. Fie functia f : R — R, f(x) = x* — 2m + I)x + m’ —4m + 5 si A punctul de intersectie al

graficului functiei f cu axa (Oy). Determinati valoarea minima a lungimii segmentului [OA].
Solutie:

Gt M(OY) = X =051y =F(0) =M% =AM+ 5 oo 1p
Punctul de intersectie este A(O, m’ —4m + D) et a s 1p
Lungimea segmentului [OA] este |OAl = | % = A1 A 5] e 1p
Dar m? —4m + 5, oricare ar fi MER (A < 0) ceuuriiieeee e e s Ip
IOAI=Im2—4m+5l,iarmin(m2—4m+5)=—4A=1 ................................................................ 2p
a

Asadar, valoarea minima a lungimii segmentului [OA] St 1 ....cooviiriiiiiiiieiiieeeeceee e, 1p
Observatie:

Ultimele 4 puncte se acordd si dacd scrie IOAl = | m’ - 4m + 5l = (m — 2)> + 1 > 0, minimul

expresiei atingandu-se pentru m = 2. Valoarea minima este 1.

2. Fie functia f : [0, +0) > R, f(x)=+/x .
+f(9)
5 .

f f(b
b) Demonstrati ca f(a;bj> (a)+ ( ),aib.

f(4
a) Demonstrati ca f(4;9j > )

2
Solutie:
f(4)+f(9
a) f 4+9 > ( ) ( ):\/E>§@13>§(adevérat) ...................................................... 2p
2 2 2 2 2
f(a)+f(b
b) f ath, (a)+f( )@ ‘fa+b>\/g+\/g,a,be[0,+oo),a¢b ......................................... 2p
2 2 2 2
Inegalitatea este echivalenta cu: atb > a+b22\/5 .................................................................... 1p
2(@+b) > a+bD42vAD € A+D =27 3 0 oo e es e 1p

Obtine (\/g —\/B )2 S0 (AAEVATAL) ..vvvvvveeeeee et ee e e e e e et ee e e e e eeeeeararreeeaeeeas Ip



3. a)Rezolvati in R ecuatia: Vx> —x—-2=x-2.
b) Rezolvati in R ecuatia: [log, (x+1) | —4log, (x+1)+3=0

Solutie:
P-x-220
a) Conditii de existenta T e Ip
x—=220

ODENE X € [2,400) 1ouvuuiirririerireeineiaesese i isesise sttt Ip
Unica SOIUtie @ €CUALIET BSTE X = 2 ..eiiiiiiiiiieiitee ittt ettt ettt et et st sab e e st e et e sbe e e e Ip
b) Conditie de existentd: X + 1 >0 => X € (—1,400) wuoruiuiieieriniireieieeeieei e Ip
Noteazd 108 (X +1) = LE R it 1p
Obtine ecuatia t® — 4t + 3 =0 =5 t] = 1, 13 = 3 woooeeeeeeeeee oo 1p
10g, (X +1) =1= X, =2;102; (X +1) =3 =5 X, =26 oot 1p

4. Intr-o casierie sunt cel mult 35 de bancnote de 5 lei, cel mult 4 bancnote de 100 lei si cel mult 3
bancnote de 200 lei. Reuseste casierita, folosind toate tipurile de bancnote, sd plateasca:
a) 1000 lei ?
b) 842 lei ?

Solutie:

a) Fiem,n,peN *, numarul bancnotelor de 200 lei, 100 lei si respectiv 5 lei, astfel incat:

200 M + 100 01+ 5P = 1000 <ttt ettt ettt ettt a e esee et e e e e nne e et e enee e 1p
Rezultd: 40 m + 20 n+ p =200 = p € {10, 20, 30} .oereoriieeiiieieeeie ettt Ip
1.

p=10=4m+2n =19 (fals)

P=30=4m+ 210 =17 (FalS) teooeeeiiee et Ip
2.

P=20=2m+ N=9 =20 {1, 3 et s es Ip
Dacan=1= m =4 (fals)

Dacan =3 = M = 3 (FAlS) weeiieiiiiiieiiie ettt e e e et ae e e e tre e e e araeee s Ip
Réspunsul este afirmativ, intrucat avem: 200 - 3 + 100 - 3 +5 20 = 1000 ....ccccceveeriervirninninnnene 1p

b) Cu aceleasi notatii ar trebui sd avem: 200-m + 100-n + 5-p = 842 =5- (40-m + 20:n + p) = 842
(fals). Asadar, casierita nu poate plati 842 lei in conditiile date ...........cccoeeceeriiiiniiiniiiiniceeeen 1p
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1. Un pensionar si-a facut un depozit la o bancd depunand 10000 lei, depozit scadent la 3 luni cu
prelungire automata si cu rata anuald unitara a dobanzii de 20%.
a) Ce suma avea in cont dupa 3 luni? Dar dupa 6 luni?
b) Stiind ca un prieten a depus tot 10000 lei (depozit scadent la un an) in acelasi timp cu el, dar
la alta banca si ambii au scos dupd un an aceeasi suma de bani, sa se afle rata anuala a dobanzii
pentru cel din urma.

Solutie:
U 20% .
a) Dupa trei luni: 10000-| 1+ =10000-1,05 =10500 1€1 .ecveevverrrerierieiieieeiesieee e 2p
4
§ . 20% ) .
Dupa sase luni: 10000-| 1+ 1 =10000-1,05% = 110251 1 cvvvevrireiieeieeeieeeee e 2p
20% )’
b) 10000-(1+ 40j Z 10000 (14 T) weeeeeieeieeteetese ettt ettt et et b e e esae s e saeessessee s e sseennas 2p
LOS =141 =>1=0,21550025, T=21,55% . ceoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee et 1p

2. Pentru evaluarea rezultatelor obtinute la teza la [ Nota
matematicd de catre elevii unei gcoli se face un | Frecventa
sondaj de volum 35 printre elevii scolii, notele | (Nr, ele\;i)
fiind Tnregistrate 1n tabelul alaturat.
a) Reprezentati datele prin bare.

b) Calculati: media, dispersia si mediana pentru selectia considerata.

N
)]
@)
|
o ¢}
O
—_
()

N
(@)
3
oo
()}
W
[\

Solutie:
2) REPIEZENtare CU DATE .......cooiuiiiiiiiiiiiee et ettt sttt et s 2p
b)m:3—15(4-4+5-6+6-7+7-8+8-5+9-3+10-2)=6,6 ............................................................. 2p

c’ :3—15(4-2,72+6-1,72+7-0,72+8-0,32+5-1,32+3-2,32+2-3,32):%-96,74:2,764 ........ 2p

L1 (o 11 v 14 - - SRS 1p



3. Se considera graful din figura alaturata :
a) Ardtati ca graful este regulat.
b) Dati un exemplu de ciclu elementar cu 3, 4, 5 muchii.
c) Sa se afle numarul de cicluri elementare (doua cicluri
sunt diferite daca diferd macar printr-o muchie).

Solutie:
a) Calculeazd d;(v) =3,Vv = graf regulat ..........cccocooiiiiiiiiiiiiiiiccc e, 2p
b) (1241), (12351), (124351) sau orice alt exemplu COrect .........ccevveirvieeriieinieiniieeneeene 3x1) 3p

¢) Orice ciclu elementar nu contine varful 16 si avem:

(1241), (2342) cu 3 muchii

(12351), (12341), (14351) cu 4 muchii

(124351), (142351) cu 5 muchii. Deci, 1n total, 7X3 = 21 CiCIUIi. ....ccoovveiiiiiiiiiceiee e, 2p

4. Dintr-o urnd cu 15 bile numerotate de la 1 la 15 se extrage la intAmplare o bild. Se cere
probabilitatea ca numarul inscris pe bila extrasa sa fie:
a) un numar par;
b) un numar prim;
¢) un numar divizibil cu 3.

Solutie:

Numarul cazurilor posibile pentru fiecare caz este acelasi, si anume 15 .......cocevverniinienicniennene. Ip
a) Numdr cazuri favorabile 7 (numerele: 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14), P, = % e 1 () 2p
b) Numar cazuri favorabile 6 (numerele: 2, 3, 5,7, 11, 13), P, = % =0,4 s 2p

¢) Numdr cazuri favorabile 5 (numerele: 3, 6, 9, 12, 15), P, = % =0,3(3) s 2p
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CLASA A XII-A

. ) 0 1 0 1 11
1. Se considera matricele: A = ,B= ,C= .
-1 0 -1 -1 11
a) Demonstrati ca A'=B’.
b) Calculati AB — BA + C.
c¢) Determinati matricea X astfel incait AX + XB =1, .
Solutie:
2 - 0 4
a) A" = . D AT S L, e Ip
-1 -1
B’ = S5 B =1 ettt 1
( 1 0 j 2 p
D) AB — BA £ C = In oottt e e e e e e e e e e aaaeaaan 2p
b
c) X= € M, (IR) ettt e 1p
c d

c—b a-b+d 1 0
AX+XB=( H J

-a—d -b+c-d 01
. (0 Oj
ODBEINE X = | | eeoiieiiit ettt ettt ettt et e et sttt e bt e e bt et e e e bt e e ehbe e e b e e e aaa e e ebeeeeaee 1p
1 0
2. Avem o foaie de hartie pe care in prima etapd o impartim in 5 bucati. In a doua etapa, una dintre
aceste bucdti este din nou mpartitd n alte 5 bucati. Apoi, in a treia etapd, una din bucitile
obtinute in etapa a doua, este Tmpartita in 5 bucati. Acest procedeu se repetd de mai multe ori
dupa aceeasi regula.
a) Cate buciti de hartie se obtin: Tn a doua etapd, a treia etapa, a patra etapa?
b) Dupa repetarea acestui procedeu de mai multe ori, Claudiu si Cristina au numarat pe rand
bucitile obtinute. Claudiu a spus cd sunt 2012 bucati, iar Cristina a spus ca sunt 2013 bucati.
Cine a numarat corect?
Solutie:
In a doua etapd se ObtiN 4 + 5 = O DUCHL ......veveveeeceeeeeieeeee e 1p
In a treia etapd s ObtN 8 + 5 = 13 DUCHL c...v.ovuveveeieeeeeeecee e 1p
In a patra etap se ObtiN 12 + 5 = 17 DUCAH .......ovuvveeeeeeeeeeeeeeeeee e Ip
In fiecare etapa numarul de bucati de hArtie CreSte CU 4 .......o..vvveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 1p
Cum initial am avut o foaie de hartie, dupa n etape se vor obtine (1 + 4n) bucati .........ccceceevueennee 2p

Cum 2012 =4-503 51 2013 =1 + 4-503 = Cristina a NUMATAt COTECL ....ccccuurrrueerrierrieeaiieeneee e 1p



3. intr-un reper cartezian ortogonal (XOY) se considerd punctele A(2,3), B2m+1,2) si C(3,2m+2),
m fiind un numar real.

a) Demonstrati cd aria triunghiului ABC este S, ;. = %[(Zm ~1)"+ 1} .

b) Determinati m pentru care aria triunghiului ABC este minima.

Solutie:
. 2 3 1
a)SABC=5~|A; A=2M4T 2 1] e 2p
3 2m+2 1
A =AM mAM A2 oottt ettt sttt et enen s 2p
S e :%[(Zm—l)2 +1J ............................................................................................................... Ip
b) S 1 entru m—l 2
min 2p 5 p

4. Fiea, b, c, x, y cinci numere Intregi $i matricea M =

< O =
o o e
o X O

Doi elevi, Teodor si Octavian, joacad urmatorul joc:

Teodor da o valoare lui a, apoi Octavian da o valoare lui x.

Dupa aceea, Teodor da o valoare lui b si apoi Octavian da o valoare lui y.
in final, Teodor da o valoare lui c.

Castiga Teodor numai daca |det M| =1.

Precizati tripletele (a, b, c¢) care asigurd victoria lui Teodor, oricare ar fi alegerile facute de

Octavian.
Solutie:
AEIM = DC  BXY  eeeiitiiiiiteite ettt ettt et e et st e e bt e et et et e e sabe e e shbe e e bae e e ateeebeeesabee s 2p
Teodor castiga daca si numai daca |bc + axy| = e e e 1p
Pentru ca Teodor sa castige pentru orice X §1y, 1ezZultd @ = 0 ..oceevvviiieniiieiiiiieeieeiee e, 2p

Deci |bc|:1de unde:
(a,b,¢c) E{(0,-1,-1); (0, -1, 1); (0, 1, -1); (0, 1, 1)} weeeeeeeeeeeeee et 2p



