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BAREM DE CORECTARE CLASA A IX-A

1. Se considera functia f:R — R,f(x)=5x+3 si numarul
S= ! + ! +..+ ! ,n=>1
f(0)-f(1) f1)-f(2) f(n—1)-f(n)

a) Verificati egalitatea: ! = L ( 1 j,Vn >1.
(5n-2)-(5n+3) 5 (5n—-2 5n+3

b) Demonstrati ca S= 1 ,Vn2>1.
15n+9

9 : 9 aoa <
¢) Sa se determine numarul natural n, astfel incit — sa fie numar natural.

NS

Solutie:
Q) VEIITICATE ...ttt ettt et et e et e et et e et e e st e et e et e e eseeeaeeemteenseeaneeeneeenseeaseesseens Ip
b);:l-(l—lJ ................................................................................................................ Ip

f(0)-f1) 513 8

1 1 ( 1 1 J
e | o | et et ettt ettt e b et sb b Ip
f(n-f(2) 5\8 13
1 1 ( 1 1 j
_— =—. o | ettt b et et e et Ip
f(n-1)-f(n) 5 \(5n—-2 5n+3
Se aduna relatiile si obtinem S = e 2p
15n+9

¢) Se impune conditia ca é sa fie numar natural si patrat perfect, de unde gasimn =9 ............. Ip

2. Doi elevi citesc cate o carte astfel:
Primul citeste in prima zi doud pagini, apoi in fiecare zi citeste un numar dublu de pagini fata de
ziua precedentd. Al doilea elev, citeste in prima zi 3 pagini, a doua zi 12 pagini si in fiecare
dintre zilele urmatoare cu 3p pagini mai mult decat 1n ziua precedentd, unde p este numarul cu
1 mai mic decat dublul numarului zilei curente.
a) Demonstrati c3, in a n-a zi, primul elev citeste 2" pagini, iar cel de-al doilea elev citeste 3n’
pagini, utilizdnd metoda inductiei matematice, n=>1.
b) Stabiliti, Incepand cu ce zi, primul elev va citi un numar de pagini mai mare decat numarul de
pagini citite de al doilea elev.



Solutie:
a) Primul elev citeste 2',2% 2°, ... 2" pagini (utilizdnd metoda inductie matematice). Al doilea elev,

in ziua 1 citeste 3-1° pagini, n ziua 2 citeste 3.2° pagini, Tn ziua 3 citeste 3.3 pagini si asa mai

departe, in ziua n citeste 3-n* (utilizind metoda inductie MatematiCe) ........cocueevveereerseerreerneeneennne. 3p
b) Se aratd 2" >3 N7, VN S8 oooeieiecieeeeeeeeeeeeeeee ettt ettt nnaes 3p
Incepand cu a 8-a zi primul elev va citi mai multe pagini decat al doilea elev ............c.ccooevenen... Ip

3. Fie multimea A:{(x,a)|2x2 —Qax+x+a’-2a=0,xeZ ae ]R}.

a) Sa se determine a, daca (1,a) € A .

b) Sa se determine x, daca (x, 1) € A..

c¢) Sa se determine multimea A, stiind ca aceasta are cel putin un element.
Solutie:

a) Daci (l,a)e A, atuncia®~4a+3=0,deunde a=15aUa=3 ...ccooorommrrrrmmrrerrrrieennieeneieneeennn. 2p
b) Daci (x,1)€ A, atunci 2x° = X — 1 =0, de Unde X = 1 ....evveurverrieerieeieeeieeieeeesesisss s 2p
¢) Din ipoteza, exista X intreg si a real astfel Tncat 2X7—2aX + X +27=20=0 oo, 1p
Cum a este real ecuatia a®—2.(14+x)-a + 2x*+ x=0 are A>0. Deducem ci x> —=x—1<0 ....cc........ 1p
Gasim A = {(0,0); (0,2); (1,1); (1,3) ] cooooreeeeeee et eee e e e e e e eaarreee s Ip

4. in triunghiul ABC, fie punctele M, N si P astfel incét: 4AMC = Ké,fl\? +CN = 6, 2PB = BA.

. — 1= ==
a) Demonstrati ca MN :Z(AB+CB).

b) Demonstrati ca punctele M, N si P sunt coliniare.

Solutie:

a) MN = MC 4 CN oot e et s s s et e s ee e eseeeseeeseeeseseeaeeses Ip
Obtinem MN :%(Kﬁ+6]§) ........................................................................................................ 2p
D) AVEIM NP = NB4BP .o eee e ee e s s ese et esees e ee e e et s eseeseesse e eeeeens 1p
Obtinem Nﬁ:%-(Kméﬁ) ........................................................................................................... Ip
REZUIE €8 NP =2 MN ..ot ee e eeeeseee e s es e se e se e seseeeseeeseeesesesesenes Ip

Concluzia: Punctele M, N §i P sunt COlNIare ..........ccccceeeieieiiiiiiiiieec et Ip
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1. Se consideri functia f:C — C, f(z) =4z ~7,unde z reprezintd conjugatul numarului complex

Z.
a) Determinati ze C , daca f(z)=2013+2015-1.

b) Calculati (f of)(z).

c) Demonstrati cd functia data este bijectiva .

Solutie:

a) Alegidnd z = X 4+ 1y, ObtINe f(Z) = 3-X 4 51°Y ceeiiiiiiiii e 1p
Identificand obfinem Z = 671 + 4031 ce.eeiiiiiiiiiieiieee ettt Ip
b) Calculeazd (fof)(z) =1 (42=2)=172=8Z coccroccccersccesscceessceesscesssceessses e 2p
¢) Verificam ca functia este iNjectiva $1 SUIJECTIVA ....cc.eerieriiriiirniieiie ittt st 1p

Pentru injectivitate, verificam f(z,)=1(z,) =z, =z,.

Fie z, =x,+1-y, si z,=X,+1-y,.

Atuncif(z,))=1(z,) & 3-X,+51-y, =3-X, +51-y,, deci X; =X, $I Y| =¥, crerrerereremereerenrererereerennns 1Ip
Pentru surjectivitate verificam ca Vwe C,3ze C astfel incat f(z)=w.

o o a b. .
Pentru w=a+ib fixat, exista Z:§+g-1 astfel incat f(z)=w

Asadar funCtia €St SUMJECTIVA ....couuiiiiieiitie ettt ettt ettt ettt e st e e bt e st e et e e st e e saeeeebee s Ip

2. Plecat in vacantd impreund cu parintii, in masina familiei, Costel a adormit dupa ce a constatat
ca trecusera 342 de kilometri de la plecare. Dupa ce s-a trezit a constatat amuzat ca numarul
kilometrilor parcursi, de la plecare, era tot un numar par care se putea forma cu aceleasi cifre ca
si numarul kilometrilor vazuti Tnainte de a adormi.

a) Cati km au fost parcursi pAnd Tn momentul trezirii lui Costel ?
b) Dupa ce a vazut cd dormise 90 de minute, precizati viteza medie cu care s-a deplasat masina
cat timp a dormit Costel, stiind ca nu a facut nici o oprire .

Solutie:
a) Deduce ca numarul kilometrilor parcursi pana la trezire este 432 .......ccccevierieriieeneeneenneennieeneen. 2p
b) Distanta parcursd pe durata somnului a fost de 90 de Km ........c..cooceriiniiiniiniiniiiiiiecceeee, 2p

Viteza medie a foSt O0KIM/N ......ooiiiiiiiiiiie et ettt s s 3p



e - . 2013"+2012n-b 2013" -2012n+b
3. Se considerd urmitoarele siruri de numere x, = si =

n ’

a a
unde a, be R (arbitrar fixati), iar ne N’. Daca (zn )n>1 este un sir de numere reale astfel Tncat

Z,=X,—Yy,,secere:

n n

a) Demonstrati ca sirul (z,)  este progresie aritmetica.

+1 + Yn+l

. X .
b) Demonstrati ca raportul —= nu depinde de n .

XptYa
Solutie:
Obtine 7, = X =y, = B T D e 2p
a
o o 4024 . L .
Verificd z_ ,, —z, = . (constant ), deci girul este o progresie aritmetica ..........ccveeeeveeerveercveennns 2p
. 2-2013"
D) ObNE X, 4 ¥, = e Ip
a
Obtine Ko T Ya _5013 , exact ce trebuia demMONSIIAL .......ccueveveeiririeiirieireciecreee e 2p

X, t Y

4. Se considerd functia f:R >R, f(x) =2 +27.
a) Rezolvati ecuatia 2-f(3x)=5.

vvvvv

reala .

¢) Rezolvati ecuatia f (x) =———, in multimea numerelor reale.
2

x +1
Solutie:
Obtine ecuatia: 2™ +27 = T Ip
: 3x 3x 1
Obtine : 27" =2,sau 2 :5 ............................................................................................................ Ip
. 1 1
FINAliZare: X = —, SAU X D — oottt e ettt e e e e e e ettt eeeeeettaa s eeeesestasaneseeeseaeanas Ip
3 3
Notand 2* =t,t>0 ecuatia devine t* =M t+1=0 ...ccccoririrrrerereeeieieeee e Ip
Ecuatia are o singurd rddacind atunci cind A =0,iar t, =t, >0saucand A>0si t,-t,<0......... Ip
Cum ultima optiune nu este admisibila deoarece t,-t, =1>0, rdminecd A=0,iarm=2 ......... 1p
¢) Observand ca f(x)=>2si <2, deducem ca singura radacina este X =0 .......c.ccerrrnene. Ip

X" +1
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, - 32 . 10
1. Se considerd matricile A= si I, =
-2 =2 0 1

a) Rezolvati, in multimea numerelor reale, ecuatia det(A—xI,)=0.
b) Determinati valorile parametrilor reali m si n daci A>=m-A+n- L.
c) Demonstrati cd A™"° +A*"? =222 .(A+1,).

Solutie:
2

—X

3—
a) det(A—sz):O(:)‘ 2X =0 X —X=2=0=XE{=L2} oo 3p

) 3 11 6 3m+n 2m
b) Obtine A" =m-A+n-1, & Sl e 1p
-6 4 —2m —2m+n
FINaliZare: M = 3, 1 =2 ..occiiiiiie ettt ettt et e et e e s abe e et te e ateesaneeesabeeessbeesnsaesnnneesnneaens Ip
¢) Prin inductie vom demonstra P(n): A™' + A" =2"-(A+1,),n>1 si apoi particularizim n = 2012
Verificare P(1): A7+ A" = 2" (A+1L,) coroieieieieiei ettt 1p
Demonstrarea implicatiei P(K) = P(K41) oo e 1p

2. O matrice patraticd de ordinul al treilea are toate elementele egale cu 1, 2 sau 3 (cel putin cite
unul din fiecare). Stiind cd suma tuturor elementelor matricei este egald cu 17, iar numarul
elementelor egale cu 1 este cel putin patru, se cere:

a) Sa se afle cate elemente sunt din fiecare?
b) Exemplificati ca printre matricele anterior determinate existd atat matrice neinversabile cat si
matrice inversabile.

Solutie:

a) Fie x , y §i1 z numarul elementelor respectiv egale cu 1, 2 sau 3.

AtUNCi: X + Y +Z=9 SIX +2Y + 3Z =17, XD Y, X DY tioriiriirieienieeeneetestee et Ip

DEAUCE ¥ 4 27 = 8 ittt ettt ettt st e ettt e st e et esabe e e a e e e bbe e teeett e e sabe e e enteesnsaeenaeesnneens Ip

Dintre cazurile posibile numai X =4, y =2, Z =3 CONVINE ....ccccvverrirriiierieeerieeriieesreeeieeesireesnneas 3p
1 22

b) Exemplu de matrice inversabild A=|1 3 3|, det(A)=2 ..., Ip
113
1 23

Exemplu de matrice neinversabila B=|1 2 3 1,det(B)=0 ..o, Ip

113



3. Se considera functia f, :(—o0,—1]U[0,400) - R, f, (x)=vx*+x —k-x, unde k este un numar
real fixat.
2 (X)

a) Calculati lim—
X 2013(X)

. 1
b) Demonstrati ca limf, (x) 25 s k=1

Solutie:
X 1+l —-2012
'S hm \/X +x —2012x _lim X 2011 3
a) Scrie S e p
x—e0 f X x—>o<> X—00 2012
2013( ) \/X +x —2013x ( 1+1_2013j
X
. ) / 1
b) Pentru k > 1 obtinem limf, (x)= hmx[ 1+— —kJ =—00  IU CONVINE .eeeeveeeeeeeeeeeeeeeeeeereeeenns 1p
X—>0 X—yo0 X
. . ) 1 )
Pentru k < 1 obtinem lim f, (x) = hmx[‘ /1+— —kJ =400, NIU CONVINE ..vveenvevieeeieenieneeeeenieenie s Ip
X—00 X—yo0 X
x> +x—x’ X 1
Pentru k = 1 vom avea 111nf (x)=lim =lim S e 2p

e K +x (\/1+1+1)
X

4. Se considerd functia f:(0,+00) >R, f(x)= x+ln( +J
X

a) Determinati asimptotele verticale ale functiei.
b) Determinati asimptotele cdtre +oo ale functiei.
c) Demonstrati ca ecuatia f(x) = 0 admite cel putin o radacind subunitara.

Solutie:
a) Putem avea asimptote verticale doar la dreapta lui zero;

. . X - . - . <
Deoarece h{%f (X)=h{1(}{x+ln(—ﬂ=—°°, rezulta ca x = 0 este asimptota verticald la dreapta
x x X+

pentru raficul fUNCEIET ....coocuiiiiiiiiiiiie ettt ettt 2p
b) Analizdm existenta asimpotelor orizontale:
X . . . .
Iimf(x)= hm{x +ln( " IH =oo_ deci nu exista asimptote orizontale ............ccecevveveereeieneneenne. 1p
X—00 X
Céutam asimptote oblice catre +oo, de forma y = mx + n
f 1
m = limi ) = fim L x+1n(ij S 1p
Xoe X XX x+1
n= hm(f(x) mx)—hm(xﬂn( X j—xj=0 ............................................................................. 1p
x+1

Asadar, y = x este asimptota oblica catre +oo , pentru graficul functiei f.

. . 1
c¢) Deoarece functia f este continua, ll{‘rolf (x)=—o0, 1ar f(1)=1+In (Ej = lng >0

Deducem ca exista cel putin un c€ (0, 1) astfel incat f (c)=0 (proprietatea Darboux) .................... 2p
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1. a) Calculati F(x)= j ﬁdx, xeR.
+

log, 5

b) Calculati | ——dx.

10g232 +3

c) Demonstrati ca F(x) este o functie injectiva pe multimea R .

Solutie:
1
Notim 2" —t:>dX——g ........................................................................................................... 2p
In2 t
dt . - 1 t
Atunci Fk(t)—— .Obtine F()=——-In| — [+C ......ccooiieeeeeeee, Ip
In2 Y t(t+3) In8 t+3
N 1 2"
Finalizare : F(x)=——"In bttt Ip
In8 2" +3
bgs 1 > V™ 1(. 5  3) In5-2m2
b) J.x—dx:F(X)Z—'ln( - J :—(m——ln—}— ................................ Ip
10g232 +3 In8 2" +3 oty 3 In8\ 8 6 3In2
¢) Deoarece F (x) = >3 > 0, pentru orice numar real x , rezultd ca functia F(x) este strict
+
crescatoare, deci este fuNCie INJECTIVA ......eoviiriiiiiiiieieeie ettt ettt e 2p

2. Pe multimea K=(0,00)xR se defineste legea de compozitie (a,x)o(b,y)=(ab,x+ay), pentru

orice perechi (a,x),(b,y)e K.

a) Verificati asociativitatea legii de compozitie.

b) Determinati perechea (a, X) € K care verifica relatia (a, X) o...0 (a, X) = (512, 51 1) .
[ —

de9ori

c) Dati exemplu de o pereche (a,x)e K care sd nu comute cu perechea (2012, -2013).

Solutie:

a) Aratam ca [(a,x o(b, )]o(c z)=(a,x) c{(b,y) O(C,Z):I , pentru orice perechi din K.

Astfel [ (a,x)o(b,y) [o(c,2) =(abC,ADZH+EY +X) .cocvvvrceeverseneeesinee s 1p
(a.x)o[ (b.y)e(c.z) |=(abe, abz+ay+x) ........................................................................................ 1p
b) Obtine (a,x)°...o(a,x)= (a ,x(a8+a7+...+a+l)) .................................................................... 2p

de9ori



DEAUCE @ =2 oottt e ettt e et e et e et e et e ettt e e hae e atee bt e e e abeeebbe e nbaesnteesares Ip
DEAUCE X = =1 ittt e bt e et e st e e s be e et e e st e e et e e e abe e e enbeeenbae e nteeennteeeareas Ip
¢) Un exemplu il constituie perechea (2, 1), deoarece (2,1)0(2012, —2013) :(4024,—4025) ,

far (2012,—2013)0(2,1) =(4024,71) ..ooooierieiieeie et 1p

3. Fie functiile f, :(0,00) >R definite astfel: f,(x)=x iar f, (x)= Ifnq(t)dt’ n=1.
0

3
L X
a) Demonstrati ca f3(X)=Z.

n

e A . . . . o . X . -
b) Utilizdnd metoda inductiei matematice , sa se arate ca f, (x) = pentru orice numar natural
n!

nenul n.
Solutie:
X 2
a) Obtine f,(x)=[tdt :XE ............................................................................................................... 2p
0
X X t2 X3
Finalizare: £,(X) = | £, (00t = |t = e 2
J(%) j ,(td lz - p
b) Verificare: P(1) : f,(X) = X este adeVAratd ..........cccooiiiiiiiiiiiiiiiiii e Ip
k k+1
Presupunand P(k): fk(X)Z% adevarati, vom demonstra ca si P(k+1): fk+1(x):(k+1)' este
adevarata.
X X tk Xk+l
Pentru aceasta: f,_ (X) = | f, (DAt = | At =———— oo 2
(%) ! (0 Lk (k+D)! P

4. a) Determinati solutiile ecuatiei x’ =x , in inelul (Z4,+,~).
b) Numim "potrivita" o tripletd de tipul (a b Cj cu a,b,ce”Z, si at+b+c=0. Determinati
tripletele "potrivite" de tipul (a b 2).

c) Cate triplete "potrivite" exista ?

Solutie:

Analizind cazurile posibile se constata ca 0.
b) Tripletele "potrivite" de tipul (a b j sunt: (l 1 2),(2 0 ),(0 2 2),(3 3 2).. 2p
1 3

c)Tripletele "potrivite" sunt: (O 1 3),

7N /7 N\
W > —_
N > D >
W > —>

N~ —

/uﬁ\/ﬁ\
> —>
w > W >

o>
Do >
: s N
: o>
SH
: o>
E N——
: /N
: N >
\*]
o)



