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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A IX-A

1. O multime nevidi A c N* se va numi “perfectd” dacd suma elementelor sale este egald cu patratul
numadrului ei de elemente.

a) Verificati cd multimea M ={1;3;5;7;9} este perfecta.
b) Determinati toate multimile perfecte cu trei elemente.
c) Demonstrati ca pentru fiecare ne N* exista cel putin o multime perfectd cu n elemente.

Solutie:
A) L35 TH0 =57 2p
b) a+b+c=9= M este una din multimile {1;2;6}, {1;3;5}, {2:3;4} «.ooovoiiiiiiiii, 3p
¢) Spre exemplu M ={1;3;5; ... 20—=1} .iiiiiiiiiii e, 2p

2. Un numdr de 51 insecte minuscule sunt asezate in interiorul unei plici patrate de laturd 1.

- C e s _ 1 . . : 1
a) Demonstrati cd o placa patrata de latura 3 poate fi acoperita cu un disc de raza IR

b) Demonstrati cd exista cel putin 3 insecte ce pot fi acoperite cu un disc de raza % .
Solutie:
< 21 : 2
a) Un patrat de latura 3 are diagonala TG T e 2p
V2 2
o o 2p
5 7
b) Un patrat de laturd 1 contine 25 patrate de latura % ................................................... 2p
51:25=2,rest 1 SIiNAliZAre ........c.coooiiiiiii i e e e e e Ip

3. Consideram un triunghi ABC si punctele M,N,P pe laturile (AB), (BC), respectiv (CA) astfel
incdt AM = BN =CP. Notam cu T centrul de greutate al triunghiului MNP .
a) Demonstrati cd AB- AM =AM -AB .
b) Demonstrati ca MT +NT + PT =0.
c) Daca, in plus, AB- AT +BC-BT +CA-CT =0 , atunci triunghiul ABC este echilateral.



Solutie:

a) Me(AB)= AB-AM si AM - AB au aceasi dit€Ctie ................covvreeiiieeeiiieeiiieeenins Ip
ACEIAST SBIIS .. ettt ettt e e e e Ip
aceeasi MASUIA AM - AB ... e 1p

D) JUSHECE MT 4 NT +PT =0 ooeeeeiieeeeeeeeeee e, 2p
AB-AT +BC-BT +CA-CT = AB-(AM + MT |+ BC+(CN + NT |+ CA-(CP+ PT ) =

Q) . . _ . . .
=(AM -AB+BN-BC+CP-CA)+ AB-MT + BC-NT +CA- PT =
=AM -(AB+BC+CA)+AB-MT +BC-NT +CA-PT =0 ...........ccc.ccccoooiiiiiii 1p

%/—J

0
Din AB-MT +BC-NT +CA-PT =0 = AB-MT +BC-NT +CA-(-MT - NT ) =0 =
= (AB—CA)-MT +(BC-CA)-NT =0.
Cum MT s NT sunt necoliniari = AB=BC =CA ..........ccccccvviiiieeeeiiiiiieeeeeeeee Ip

4. Considerdm ci fiecare punct din plan este colorat cu exact una din culorile rosu, verde, galben sau
albastru si cel putin patru puncte sunt de culori diferite.
a) Demonstrati ca exista cel putin trei puncte necoliniare si colorate diferit.
b) Demonstrati cd exista cel putin trei puncte distincte coliniare si colorate diferit.

Solutie:
a) Daca pe o dreapta sunt toate punctele de aceeasi culoare, alegem exterior doua puncte de alte doua
culori si gdsim 3 puncte necoliniare colorate diStinet .............ocooiiiiiiiiiiiiiii i 1p
Daca pe o dreapta sunt doar doua culori alegem 1n exterior un punct de alta culoare .............. Ip
Daca pe o dreapta sunt doar trei culori alegem 1n exterior un punct de a patra culoare ............ 1p
Daca pe o dreapta sunt patru culori alegem in exterior un punct de o culoare oarecare ............ Ip

b) Daca pe o dreaptd avem doar doua culori va exista un patrulater cu varfurile de culori distincte
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1. Fie functia f:C\{i} > C, f(z):z_+l_
z—i

a) Demonstrati cd f(2)+ f(—2) este numar real.
b) Demonstrati ca |f (z)| =1 daca si numai dacd ze R.

c¢) Dacd z, =1+i si pentru fiecare ne N* avem z, = f(z,_,), aflati z,;.

2) f(2)+f(—2):geR ..................................................................................... 2
b) z=a+bi=|f(2)=16 ... 2=a€R ..., 3p
C) Zo=14i, =142, 2, =240, 2, =1+i=2; coooeii Ip

Zooiz = Qo = LAl e Ip

2. Doi angajati au initial acelasi salariu. Datorita crizei, primului angajat i se reduce salariul cu 25%,
dupa care firma angajatoare revine si 1i aplicd marire salariala tot cu 25%. Din motive asemanatoare §i
celui de al doilea angajat i se aplicd initial o reducere salariald de 25% iar apoi o majorare de 10%
urmatd de o noud majorare de 15%. Care dintre cei doi salariati va avea la final un salariu mai mare?

Solutie:
Daca salariul initial a fost x lei atunci:
- primul angajat are modificarile salariale (1) x — %x si(2) %x — %x ........................... 3p
- al doilea angajat are modificarile salariale (1) x — éx, 2) éx - ﬁx , (2) ﬁx - @x ... 3p
4 4 40 4o 800
759 15 . . . .
Cum 300 > 6’ al doilea angajat va avea salariu mai Mare ...........c..cooevieiiiiiiiiiiiiiiiiii e, Ip

3. Fie f:[0;00) >R cu £(0)=1si f(x+y)=f(lg(xy)),(¥) x>0 si y>0.Demonstrati ca:

: s A 1
a) pentru orice ¢ =2 existd x >0 astfel incat t =x+—;
X

b) f(#)=1, pentru orice 1 >2;
c) f(lO’ +1) = f(t), pentru orice 1 >0;

d) Determinati functia f .



a) x= 5 > 0 e 2p

b) t22= f(1)=f (lg(x l J ........................................................... 2p
X

¢) x=10', —1:>f(10’+1 = F(1)s 120 i, 2p

d) 10 +122= f(1)=F (10" +1) =1ttt Ip

4. Un zid in forma de dreptunghi cu iniltimea de 2 metri se acoperd cu placi dreptunghiulare avand
fiecare lungimea de 2 metri si latimea de 1 metru. Notdim cu a, numdrul de moduri in care putem
aseza placile cand zidul are lungimea de n metri, ne N*.

a) Demonstratica a, =1, a,=2, a;=3 si a, =5.
b) Demonstrati cd a, =a, ,+a,_,, oricare ar fi n >3.

n-1

c) Aflati in cate moduri putem placa zidul dacé acesta are lungimea de 10 metri.

Solutie:

a) n=l=aratd a, =1 ... 0,5p
N=2 =DATALA () = 2 oottt 0,5p
N=3Aratd Gy =3 ... Ip
N=4 =ATALA G, =5 . .ot 2p

b) Aratd a,=a,  +a,,,oricarearfi n 23 ... 2p

c) Determind a,; =89 ...... ..o Ip
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CLASA A XI-A
111 1 00
1. Fie matricile A=|1 1 1|si I,=0 1 0].
111 0 0 1
a) Determinati a, be R Tncat A’ = a-A+b-1,

. 1
b) Demonstrati ca (1, +A)(I3 —Z-Aj =1,

¢) Demonstrati ci matricea B=1,+ A este inversabila si calculati B~ .

0) AT=3-A=a=3, D=0 oot 2p
b) Aratd (I3+A)(I3—i~A):I3 ......................................................................... 3p
¢) Din b) (1;+A) INVErSabild .......coouuuiiiiiiiiiii e Ip

(I, +A)" =I3—i-A .................................................................................... 1p

2. Doi prieteni, Andrei si Vasile, masoari fiecare distanta de acasd pand la scoald. Distanta masurata de
Andrei este egalda cu x km iar cea masuratd de Vasile este egalda cu y km. Stiind ca existd

a,b,ce {1;2; 3}, nu neaparat distincte dar astfel incat se verifica sistemul

x+2y=4

ax+ y=5

cx+3y=b+6

determinati a, b, ¢ si distantele x si y.

§olutie:
Incazul a=1= x=6, y=—1 dar y este distanta deci nu poate fi numar negativ ....................... 1p
INcazul =2 =0 X =2, Y=ot 1p
STATUNCT 204 3 = D 0 ottt e et e e e Ip
S D=, C= 2 SAU D= C = 3 Ip
incazula:33x:g,y:% ..................................................................................... 2p

SI 6C=5D+9 (AMPOSIDIL) . ...ttt e e Ip



3.

Fie f:R>R, f(x)=¢".
0, dacaa<0

a) Demonstrati cd pentru un a€ R arbitrar ales, lim f (ax) =11, dacd a=0

X—o0

oo, daca a>0
b) Calculati lim f (ax), ae R.

¢) Determinati numerele a, be R, a #0 incat pentru fiecare xe R sd aibd loc f(ax)=a- f(x)+b.

Solutie:
0, dacaa<0
a) Justificd lime™ =91, dac@ @ =0 ....cc.oiiiiiiiiii 2p
o oo, dacd a>0
o, dacaa<0
b) Calculeaza xlinl e = }EEO e =31, dacd a=0 ....cocoiiiiii 2p

0, daca a>0
¢) Din f(ax)=a-f(x)+b, (V)xe R = e“ =a-e"+b

Pentru a=1= b =0 siegalitatea se VerifiCa .............ccoviiiiiiiiiiiii e, Ip
Pentru a<0 , lime™ =a-lime*+b = 0=—o00 (falS)......ccoviiiiiiiii i 1p
X—o0 X—oo
Pentru ¢ >0, lime” =a-lime*+b = 0=5
X—>—00 X—>—o0
Din e® =a-e*, (V)xeR,pentrt x=0 = a@=1..c.cceoriiiiiiniiiiiiiniiiiiinieiiiiieeciee Ip
4. O echipa de cercetdtori constatd ca starea caloricd a unei anumite substante aflatd in studiu se
modifica in timp dupa legea T(t) =\t'+a-t+b—c-t+5, unde a, b, ce R sunt constante ce trebuie
determinate si in care T (f) este temperatura, misuratd in grade, inregistrati la momentul >0 ce
reprezintd numarul de secunde scurs de la Tnceputul experimentului.
a) Determinati a, b, ce R stiind ¢ T(1)=7 si lim7(r)=8.
t—o0
b) Cu a, b, ¢ astfel determinati, stabiliti daca e posibil ca la un moment al experimentului temperatura
substantei sa fie 0°.
Solutie:

2) T(1)=T7 2 NVaAFDHT=CH2 i 1p
1imT(t)=8:>lim(\/t2+a-t+b—c-t):3 ............................................................... 1p

ESte Necesar Ca € > 0 ..o.uinii i 1p
ObHNE C=1, @ =0 i e 2p
DN T (1) =7 25 D=2 e e 1p

b) T(t)=0:>\/t2+6t+2=t—5:>t:f—2 dar f—2—5<0, deci nu este posibil ca temperatura

substantei sa fie 0° in nici un moment al eXpPeriMentului_...................oervvvnnrivivieiesieseeenens I
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2x

1. Fie f:R—>R, f(x)= . Se cere:

e +e
a) Demonstrati cd f(x)+ f (1-x)=1, (V)xe R.

b) Determinati primitiva F a functiei f care verificd F(0)=0.

1
¢) Calculati jf(x)-sin(ﬂ'x)dx
0

Solutie:
a) Verificd f (o) (1m=X) = Liiiiiiiie e 2p
b) F(x)ejf(x)dxz%l (€ 4 €)+C i, 2p
F(O)=0=C=——In(14€) teeeiiiiiiiiiee it Ip
c) Fie I= If -sin(7x)dx si x=1-t = I = If (1=2)-8in () dX oo Ip
1 2 1 0
:>21=Isin(7rx)dx:—,decilz— ................................................................... Ip
0 b4 b4

2. Pe G=(0;+) se considera legea de compozitie notatd “#” si care verifici urmatoarele doud
conditii:
(i) (x+1)xx=1, (V) xeG
(i) (x-y)rz=x-(y*z), (V) x, y, 26 G

Se cere:

a) Demonstrati cd x* y :Ll, (V) x, yeG
y+

b) Studiati dacd (G; *) este structura asociativa;

¢) Studiati daca (G; *) admite element neutru.



Solutie:
a) Alegind y=z+1,din (i) = [x-(z+1)]*z=x[(z+1)*z] sicum,din (i), (z+1)*z=1=

:>[x-(z+l)]*2=x. in I:x‘(z-l-l):'*zzx punand x:ﬁ:I*Z:X,

Z
i 152 =, (V) £, Z€ G ovoveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 2p
z+1
b) (1%2)%3 :é si 1%(2%3) =§’ deci (G; *) nu este structurd asociativa...............coeeeeven... 3p
c) Fie ee G element neutru, atunci l*e=e*1=1 & %z%zl (fals), deci (G; *) nu admite
e+
ElEMENT NEULTUL .....ttt e e et 2p

3. Un mobil se deplaseaza pe o traiectorie dupd legea de miscare s:[0; +00) >R cu s(0)=0, in care
s(t) reprezintd spatiul parcurs de la momentul initial 7, =0 pind la momentul ¢>0. Stiind cd

acceleratia sa la momentul >0 este a(t)=t-¢' i viteza initiald este v(0)=a >0, aflati legea de

migcare.
Nota: Este cunoscut ca cele trei elemente principale ale unei miscari, respectiv functiile ce descriu

spatiul parcurs s(r), viteza momentana v(r)si acceleratia momentana a(t), verificd s'(r)=v(r) si

v'(t):a(t).

Solutie:

Din v'(t)=a(r) = v(r)e Ja(t) dt=jt-e’dt=(t—1)-e’ FC) e 2p
Din

s'(t)=v(t) = s(t)e [v(r) dr=[[(1=1)-€ +C Jdt =(t=2)-€' + C,-t+Cy ovovvriiiii 2p
unde C, si C, sunt constante reale determinabile din conditiile initiale.

S(0) =020 €y =2 i, Ip
V(0) =@ =0 € =14 e 1p
Deci S(1)=(1=2) € +(14@) TH2 oueeiiie e, 1p

4. Andrei, despre care nicicum nu se poate spune cd i-ar fi dragi calculele, s-a hotdrat sa simplifice toatd
matematica prin introducerea urmatoarelor reguli de “adunare” si “Inmultire”: rezultatul oricarei
adunari sau inmultiri a doua numere naturale este, dupa el, egal cu ultima cifra a rezultatului care s-
ar obtine dupa regulile obisnuite. Astfel, notind prin ”®” si ”O” adunarea §i inmultirea dupa
regulile lui Andrei, vom avea, de pilda, 15®28=3 si 26 ©39 =4. Se cere:

a) Calculati, dupd regula lui Andrei, 1®©2@3®..@10 51 1©2©3®...®20.

b) Demonstraticd 1©2@3®..®2013=1.
c) Considerand A ={0;1;2;3;...;9} , demonstrati ca (A;®;O) este inel comutativ.

Solutie:
a) Determind 1@ 2@ 3@ .. Q0@ 10 =5 ... i 2p
I@2@3@...@I9@20 =0 .ouenrinininii it 2p
b) Constatd cd f:N*—0;9, f(n)=192@®3®..®n este periodici cu perioada principald
T =20 e, 1p

Determina 1®@2®3®..®2013=1.
¢) Demonstreazd ca (A;@;0) este structurd izomorfa cu inelul (Z,,;+;- ) sau verifica proprietatile

ce definesc structura de inel COMULALIV ........c.oviiiiiiiitiiiiiieeieeree e eeree e sieeesreeseee e eee s 2P



